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SUMMARY

Bloque de Geometria “Introduccion alas Superficies de Riemann”

El objetivo de esta parte del curso es el estudio introductorio de las
superficies de Riemann compactas consideradas desde €l punto de vista

diferenciable.

Histéricamente la teoria de |as superficies de Riemann representa la
culminacion de gran parte del calculo, y tiene profundas conexiones con

44076 Fundamentals of advanced mathematics



Course Guide
44076 Fundamentals of advanced mathematics

lageometriay laaritmética. Por esta razén, ocupa un puesto muy
especia en laMatematica

Ademés, es una parte extremadamente Util de laMateméticay
conoci miento necesario para especialistas en muchas otras areas
incluyendo Topologia Diferencial, Andlisis Global, Geometria
Algebraica, Geometria Riemanniana e incluso Fisica Matemética.

El desarrollo de la geometria complea en varias dimensiones en €l siglo
XX haintroducido una cantidad importante de técnicas con aplicacion
en areas muy dispares. Estas potentes técnicas pueden estudiarse en un
contexto sencillo al restringirse a las superficies de Riemann (es decir,
en dimension 1). Asi, aparte de introducir a estudiante a las superficies
de Riemann por su interés intrinseco es nuestra intencion presentar
algunas de estas técnicas avanzadas en el caso de una Unica variable,
donde los resultados son méas simples y mas completos.

Desarrollaremos |os conceptos necesarios (variedades, haces, 0
cohomologia) ab initio es decir, sin presuponer ninglin conocimiento
previo, y solo se desarrollan en la extensién en que sean imprescindibles
dentro del caso que nos ocupa.

Bloque de Andlisis “Introduccion a espacios de Sobolev y su aplicacion
aEDP dlipticaslineales’

El marco actual para el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales
es el que proporcionan |os espacios de Sobolev. Los espacios de
Sobolev son uno de los gjemplos més claros de aplicacion del Andlisis
Funcional alas ecuaciones en derivadas parciales. Estos espacios
permiten utilizar gradientes generalizados y asignar valoresen la
frontera. Nuestro estudio de los espacios de Sobolev se centra cas
exclusivamente en |as propiedades de |os mismos que necesitamos para
desarrollar el estudio de los problemas de contorno de las ecuaciones
elipticas lineales.

En los cursos introductorios a las EDP, apenas se estudia la ecuacion de
Poisson y se hace en dominios muy regulares, como las bolas, y con
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datos muy simples. Nuestro proposito es extender este estudio al
problema de Dirichlet homogéneo para ecuaciones en |os que aparezcan
coeficientes variables, con datos muy generalesy en cualquier abierto
acotado. Como no podemos esperar obtener siempre soluciones
clasicas, es necesario reformular lanocion de solucién y considerar
soluciones débiles del problema (alas que se asocia un problemade
minimizacion). Para esta formulacion es imprescindible que los
gradientes de las soluciones sean integrables, y esta condicion conduce
al estudio de los espacios de Sobolev.

El objetivo de este curso de posgrado es €l deintroducir a alumno en la
teoria de los espacios de Sobolev y su aplicacién alas ecuaciones
elipticas lineales en forma de divergencia.

PREVIOUS KNOWLEDGE

Relationship to other subjects of the same degree

There are no specified enrollment restrictions with other subjects of the curriculum.

Other requirements

En la parte de analisis: Conocimientos basicos sobre Analisis funcional, Integracién de Lebesgue en
espacios euclideos de dimension finita y ecuaciones en derivadas parciales

OUTCOMES

2183 - M.D. in Mathematical Research

- Students should apply acquired knowledge to solve problems in unfamiliar contexts within their field
of study, including multidisciplinary scenarios.

- Students should be able to integrate knowledge and address the complexity of making informed
judgments based on incomplete or limited information, including reflections on the social and ethical
responsibilities associated with the application of their knowledge and judgments.

- Que los estudiantes comprendan los conceptos y las demostraciones rigurosas de teoremas
fundamentales de alguna de las areas especificas de las Matematicas.

- Que los estudiantes sean capaces de aplicar los resultados y técnicas aprendidas para la resolucion
de problemas complejos de alguna de las areas de las Matematicas, en contextos académicos o
profesionales.
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- Que los estudiantes tengan capacidad para elaborar y desarrollar razonamientos l6gico-matematicos
e identificar errores en razonamientos incorrectos.

- Que los estudiantes sean capaces de construir, interpretar, analizar y validar modelos matematicos
avanzados que simulen situaciones reales.

- Que los estudiantes sean capaces de comprender de manera autbnoma articulos de investigacion o
innovacion en alguna de las areas de las Matemaéticas.

LEARNING OUTCOMES

- Al final de la seccién sobre Superficies de Riemann, el estudiante deberia poseer |os siguientes
resultados de apredizgje:

- - Reproducir resultados clave sobre las superficies de Riemann y conocer lasideas bésicastras las
demostraciones de las mismas,

- - aplicar los conceptos y |as tecnicas basicas del curso a € emplos concretos.

- - combinar conceptos de geometriay andlisis complego, y

- - dar una presentacion oral consistente sobre algun tema del curso.

- Al final de la seccion sobre Espacios de Sobolev, €l estudiante manejara con soltura los conceptos y
resultados fundamental es de | os espacios de Sobolev, como por € emplo |os teoremas de inmersion
continuay compacta.

- El estudiante profundizard en su formacion en Andlisis Funcional con algunas nociones bésicas de
espacios separables y reflexivos.

- El estudiante tratara, de manera muy basica, una parte de lainvestigacion actual en Ecuaciones en
Derivadas Parciales.

DESCRIPTION OF CONTENTS

1. Definiciones Fundamentales

- Variedades. Estructura analitica compleja. Superficies de Riemann. Funciones holomorfas.
Aplicaciones holomorfas. Ejemplos: Esferas. Toros.

2. Haces

- Haces. Pre-haces. Ejemplos. Homomorfismos de haces.

3. Cohomologia

- Cohomologia de un recubrimiento. Cohomologia de un espacio. Secuencias de cohomologia exactas.
Haces finos. Teorema de Dolbeaut. Teorema de Leray.
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4. Divisores

- Divisores. Fibrados de linea. Teoremas de finitud.

5. Formas diferenciables

- Formas diferenciables. Introduccion al teorema de dualidad de Serre. El fibrado candnico.

6. Teorema de dualidad de Serre

- Distribuciones. Teoremas de regularidad. Distribuciones en una superficie de Riemann. Demostracion
del teorema.

7. Teorema de Riemann-Roch

- Clases caracteristicas. Teorema de Riemann-Roch. Fibrados de puntos. Puntos de Weirestrass.

8. Espacios de Sobolev

- Se introducen los espacios de Sobolev y se dan algunas de sus propiedades fundamentales, como
son la aproximacion de las funciones de los espacios de Sobolev por funciones diferenciables

9. Teoremas de inmersion continua y compacta

- Dichos teoremas son una de las herramientas fundamentales para la aplicacion de los espacios de
Sobolev a las Ecuaciones en Derivadas Parciales

10. Problemas variacionales abstractos

- Se establece los Teoremas de Lax-Milgram y de Stampacchia que son los resultados abstractos
basicos para el estudio de los problemas de contorno elipticos.

11. Formulacién variacional de problemas de contorno elipticos

- Se formulan los problemas de contorno elipticos como problemas variacionales en los espacios de
Sobolev y se resuelven usando el Teorema de Lax-Milgram.
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ACTIVITY Hours % To be attended
Theory classes 60,00 100
Development of individual work 30,00 0
Study and independent work 30,00 0
Readings supplementary material 30,00 0

TOTAL| 150,00

TEACHING METHODOLOGY

Bloque: Superficies de Riemann:

En las 15 L ecciones correspondientes a blogue de Superficies de Riemann el profesor introducira
paulatinamente los conceptos y las demostraciones necesarias parala comprension de lateoria,
intercalando gjemplosy gercicios para clarificar los puntos que necesiten mayor detalle.

Bloque espacios de Sobolev:

Clases magistrales y resolucion de problemas

EVALUATION

Blogue: Superficies de Riemann:

Breve presentacion oral (10-25 minutos) de (parte de) 1os contenidos 'y conceptos de una de las unidades
del blogue, previamente asignado por el profesor con tiempo suficiente para que el estudiante pueda
prepararla con la bibliografia necesaria.
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Bloque espacios de Sobolev:

Laevaluacion se realizara en funcion de la resolucion de problemas por el alumno

REFERENCES

Basic

- Gunning, R.C.,
Lectures on Riemann Surfaces, Princeton Ac. Press, 1966

- Donaldson, S.K.,
Riemann Surfaces, Oxford Ac. Press, 2011.
(existe una version reducida (2004) en la web del autor )

- H. Brezis, Andlisis Funcional, Alianza Editorial, Madrid, 1984.

- L. C. Evans, Partial differential equations (2nd edition), Amer. Math. Soc., 2010.

Additional
- Ahlfors, L., Complex Analysis, 1966.
- Forster, O.,

Lectures on Riemann Surfaces, Springer, 1999.

- D. Gilbarg, N.S. Trudinger
Elliptic Partial Differential Equations of Second Order (reimpresion de la edicién de 1998)
Springer. 2001

44076 Fundamentals of advanced mathematics 7



