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Resumen

En este trabajo desarrollamos la nocién de intuicién matematica, su papel en la
teoria del conocimiento del filosofo Philip Kitcher y su relacion con la
visualizaciébn en matematicas. Para la consecucion de este proposito, en el
capitulo uno presentamos los antecedentes sobre la nocién de intuicién en
ambitos como la filosofia, la matematica pura y la filosofia de la ciencia. Del
recorrido por la literatura existente encontramos que la intuicién es un proceso
dindmico que proporciona conocimiento “evidente” el cual es producto de la
experiencia (tanto fisica como intelectual), que puede llevar a la invencion
matematica y que requiere de la formalizacién para que sus resultados sean
aceptados por la comunidad académica. En el segundo capitulo revisamos el
papel de la intuicion en dos matematicos brillantes: Henri Poincaré y Kurt Godel.
Lo que nos llevaré a preguntarnos sobre el rol de la intuicion y el conocimiento
matematico, en un tercer capitulo dedicado al dilema de Benacerraf. Luego de
este recorrido entramos al estudio de la intuicién matemaética en la filosofia de
Philip Kitcher, la importancia de la comunidad cientifica y la comunicacion del
conocimiento, desembocando en una de las ideas principales de Kitcher y es el
protagonismo de la intuicién cuando los grandes matematicos (como se evidencia
en la historia) estan resolviendo problemas (capitulos 4 y 5). Finalmente, en el
capitulo seis describimos la relacion entre la intuicion y la visualizacion; sus

implicaciones en la practica matematica y en la practica educativa.
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Introduccion

La intuicion matematica es una nocién que ha sido abordada desde la
filosofia, la educacion, la filosofia de la ciencia y la matematica pura. El interés
alrededor de la intuicion no es algo reciente, hemos encontrado que se ha
reflexionado en torno a ella desde la antigiiedad y su interpretacion ha mutado
en diferentes épocas de la historia.

La literatura sobre la intuicion matematica es bastante amplia y aun asi no
se tiene un consenso sobre lo que por ella debemos entender, “en algunos casos
‘intuici6én’ designa una facultad prerracional [...] en otros, una aptitud
suprarracional [...] en otros, por fin, una variedad de la razén” (Bunge, 1996, p.
11). Mas aun, los filésofos y los cientificos encuentran significados opuestos para
la intuicion. Para los primeros, es por lo regular, una facultad de la mente que no
es sensible, pero tampoco racional, se considera como un medio de conocimiento
“a saber, una aprehension subita, total y exacta” (Bunge, 1996, p. 12). Para los
segundos, la intuicion es un conocimiento inferido y por tanto “mediato, parcial,
inexacto y arduamente elaborado” (Bunge, 1996, p. 12). En general, la intuicion
ha sido usada cuando no se tiene una explicacion plausible de la fuente de la que
proviene una opinion o creencia.

Bajo este marco, cabe la pregunta: écudl es el significado del término
intuicién en matematicas? La respuesta no es posible de entender en un solo
sentido. De hecho, la pregunta tendra su propia forma de abordar dependiendo
en cual campo del saber sea realizada.

En la filosofia ha sido ampliamente abordada por pensadores como
Descartes, Kant, Bergson, Husserl, entre otros. Y sus respuestas corresponden a
la época y al contexto en que se dieron sus disertaciones.

En matematicas, la intuicion también ha sido tema de estudio como lo
evidenciamos en Poincaré, Godel, Hadamard, Brouwer y otros. Todos ellos han
tenido interpretaciones diversas y han coincidido en que la intuiciéon les ha
permitido llegar a muchos de sus resultados asombrosos. Contra la idea de que el
papel de la intuicién en la matematica no ha cambiado desde Euclides, “lo que

cambia no es el papel de la intuicion, sino la intuicion matematica” (Rodin, 2010,

p. 53).



Algunos investigadores del campo de la educacién también han acabado
por plantearse el problema de la intuicion. Uno de los mas reconocidos en el
campo de la resoluciéon de problemas, George Polya, adopta la intuicién como
tema clave en sus obras.

La filosofia de la matematica no ha escapado a esta pregunta y estudiosos
de este campo disciplinar como Tieszen, Fischbein, Maddy y Kitcher, entre los
mas sobresalientes, se han ocupado del significado de la intuicion en el desarrollo
de sus obras.

En las ultimas décadas, la filosofia de la ciencia ha adoptado como un tema
fundamental la visualizacion, y esta situacion ha llevado a un papel mas relevante
de la intuicién matematica.

Como hemos descrito, la intuicién es un tema de interés en la filosofia de
la matematica. Por ello, nuestro trabajo tiene como propoésito caracterizar la
intuicion matematica como un proceso dinamico. Para ello, hemos centrado
nuestro interés en la concepcion que tiene Philip Kitcher sobre la intuicion, su
relacibn con la practica matematica y, finalmente, su influencia en la
visualizacién.

La revision de la bibliografia existente nos permite aproximarnos a una
idea de intuicién matematica como un proceso dinamico que tiene su “inicio” en
el mundo real (sensible o0 matemaético) del individuo que quiere acercarse a un
conocimiento, donde las ideas propias de la disciplina, asi como la formalizacién
y aceptacion de la comunidad académica forman parte de este proceso. La
historia de la matematica nos ha mostrado que este proceso (denominado en este
documento por intuicién) puede ser interpretado como un esquema que ha
llevado a la invencion de conceptos, enunciados o teorias matematicas.

En este trabajo la experiencia y el conocimiento matematico son
necesarios para que este proceso que hemos llamado intuicion matematica tenga
resultados que puedan ser insertados en las teorias matematicas existentes y
puedan ser validados por los mecanismos que la ciencia dispone para ello.

Concebir la intuicion matematica como un proceso dinamico, permite al
individuo que “intuye” participar en la toma de decisiones y en la eleccién de los
conceptos que le permitiran ahondar en los conocimientos que busca. Esto nos
lleva a comprender que la intuicion, a diferencia de lo que consideraban algunos

fil6sofos, no es una “iluminacion” que se presenta “de la nada”. La intuicion



matematica puede ser aprehendida, lo que no desconoce las capacidades
individuales de ciertos sujetos.

A la intuicion se le ha asignado en muchos casos la caracteristica de
evidente (obvia, si se quiere). Pero algo sera evidente para un individuo, una vez
que tenga un manejo sobre el tema casi como un experto. La experticia en un
tema es el producto de un esfuerzo intelectual, de un tiempo dedicado, lo que
pareciera indicar que cuando se encuentran los resultados esperados estos son
“obvios”.

Estos conocimientos y creencias que los individuos han adquirido a lo
largo de su practica matematica, en particular, y de su vida, en general; hacen
parte de eso que llamamos experiencia. Los grandes genios de la matematica han
tenido un bagaje fisico o intelectual (brindado por la academia, los libros, los
maestros, colegas), es decir, es su experiencia en conjunto lo que ha permitido
sus grandes avances en la matemaética.

La invencién en matematicas es una de las curiosidades que han tenido
muchos fil6sofos y educadores en la historia. éSe inventan las matematicas? ¢Se
descubren? é¢Son un producto social y cultural? Las respuestas a estas preguntas
dependen en gran medida de la concepcion que tengan los individuos frente a la
naturaleza de los objetos matematicos. Ahora bien, sostenemos en este
documento que los matemaéticos talentosos tienen una capacidad de invencion. Y
esta capacidad es el resultado de la intuicion matemaética, entendida como el
proceso que implica la experiencia y la formalizacion.

Para el filosofo francés Henri Bergson, la invencion es el resultado de
convertir un esquema dinamico en imégenes claras y distintas (Bergson, 2015). Y
por esquema dindmico podemos entender una actitud intelectual que puede
implicar la preparacion a la llegada de imagenes o la organizacion de ellas una vez
estan en la conciencia.

Bajo esta interpretacion de Bergson, nosotros entenderemos la intuicion
matematica como ese esquema dindmico cuyos “resultados” mas profundos
llevaran al matematico al descubrimiento de nuevos conceptos, proposicion de
enunciados e invencion de teorias.

La invencion trasciende la experiencia y experticia del matemaéatico que
inventa; requiere de una idea general (muchas veces indefinida en sus inicios) y

de su ejecucion. Todo este proceso implica una serie de transiciones en el que el



esquema por su caracter dinamico se va “adaptando” a cada parte del proceso de
creacion. Para que haya invencion esta idea inicial debe ser alcanzable y se debe
materializar en la realidad (matematica o sensorial). Ahora bien, dicha
materializacion puede evidenciarse gracias al lenguaje, las formas simbdlicas y
las estructuras logicas, dado que estas son formas convencionales de aceptacion.

En este proceso que hemos llamado intuicion matematica, las imagenes
difusas iniciales se incorporan en el cuerpo de proposiciones formales existentes
y sus resultados deben ser validados por la comunidad académica. Entonces la
formalizacion podria ser considerada como la ultima “etapa” de dicho proceso,
creando de esta forma nuevas teorias.

Cabe preguntarse, en este punto, ¢los matematicos en su practica usan la
intuicion en términos de un proceso dindmico? ¢Muchas de sus creaciones son el
resultado de la intuicion matematica? En este trabajo las respuestas a estos
interrogantes seran si.

Ahora bien, si le hiciéramos la pregunta directamente a estos matematicos
eminentes, seguramente tendrian su propia interpretacion de lo que es para ellos
la intuicion. Pero lo que la historia nos ha mostrado es que el proceso de invencion
es muy similar al que hemos entendido en este trabajo como intuicién
matematica.

Nosotros hemos tomado dos grandes de la historia de la matematica para
ejemplificar dicho proceso, a saber, Henri Poincaré y Kurt Godel.

Las ideas del matematico francés influyeron no so6lo en la matematica pura
sino en la filosofia de la ciencia. Revisando su literatura encontramos titulos como
“Invencion matemaética”, “La intuicidon y la logica en las matematicas”, “Las
ciencias y las humanidades”, entre otros. Podemos entonces notar el interés de
Poincaré por el estudio del “método” de invencion en matematicas.

Usando su propia experiencia, que es extensa y significativa en el mundo
de las matematicas, nos muestra como la logica por si sola no lleva a la invencion,
para la creacion se requiere de un proceso intuitivo, que guia el camino y permite
organizar la informacion y tomar las decisiones correctas para llegar a un
resultado, cuyo rigor y certezas seran validados por la logica.

Un recorrido por la obra de Poincaré en torno a la intuicion nos muestra

que ésta aparece relacionada con creacion, invencion, imaginacion, guia,



eleccion, camino, organizacion, orden, experiencia, razonamiento, inteligencia.
Términos que hemos utilizado cuando propusimos nuestra nocién de intuicion.

Para Poincaré, las ideas llegan y se organizan (en nuestras palabras en un
esquema dinamico), luego de un trabajo previo, es decir, la experiencia cumple
un papel fundamental. Las inspiraciones repentinas surgen luego de varios dias
de esfuerzos voluntarios. Y cuando este esfuerzo sea mayor, se dara paso a la
invencion. Con la légica y el lenguaje usado por la comunidad cientifica, los
avances matematicos adquieren certeza, rigor y a la postre aceptacion para ser
incorporados en el cuerpo de la ciencia.

Si nos referimos a la naturaleza de las matematicas, encontramos a Kurt
Godel en una orilla diferente a la de Poincaré. Sin embargo, el matemaético
centroeuropeo también mostr6 un gran interés por la intuicién. En sus obras
encontramos alusiones a la intuiciéon. Para Godel, la intuicion matematica parece
ser un factor epistémico necesario para el conocimiento, en particular, de las
matematicas abstractas.

Las consecuencias de sus teoremas de incompletitud influyeron en la
filosofia de la matematica. En sus aseveraciones encontramos alusion constante
al término intuiciéon. No obstante, sus interpretaciones parecen ser diferentes en
cada caso.

Para los intereses de este documento y siguiendo nuestra idea de intuicion
como proceso dindmico hemos identificado las diferentes acepciones de la
intuicion en Godel y las hemos clasificado asi: intuicion como vision global, como
conocimiento mediato, como verdad de los axiomas, como certeza (y hecho
psicologico), como analoga a la percepcion del mundo fisico.

La tltima interpretacion es la mas “famosa” cuando se revisan escritos de
filosofia de la matemaética sobre Godel. Afirma este matemaético que, asi como en
la fisica tenemos una forma de acceder a sus objetos, la matematica también
cuenta con una facultad y esta es la intuicion.

Para llegar a esta interpretacion, Godel entiende la intuiciéon como una
“facultad” humana y no misteriosa. Asi, al recorrer sus obras y encontrar los
diferentes usos en los que la hemos clasificado notamos varios aspectos que
aportan a nuestra definiciéon de intuicién como proceso.

Asumimos en nuestro acercamiento a la intuicion matematica que esta

requiere de ideas previas, de un bagaje, de experiencia. Asi, cuando Godel



interpreta la intuicion como una visiéon general, una guia o un camino, écobmo un
matematico podria “ver” el camino de la solucion si no tiene claros algunos de los
conceptos que intervendran en este camino?

La intuicion no es un algo misterioso, ni una inspiracion divina que llega a
los elegidos, coincidiendo asi también con Godel para quien la intuiciéon no es un
conocimiento inmediato. Por otro lado, senalaremos que la intuicion requiere de
la formalizacién de los resultados, coincidiendo con la interpretacion que Godel
le da a la intuicion como fuente de los axiomas.

Para nosotros la intuicion no puede estar alejada del mundo real, del
mundo de los sentidos: para Godel tampoco. De ahi que su interpretacion mas
difundida sobre la intuicién es aquella en la que la hace anéloga a la facultad de
la “percepcion sensible” gracias a la cual se pueden conocer los objetos de la fisica.
Para él, es la intuicién la que permitira el conocimiento de los objetos de la
matematica.

Este punto sobre el conocimiento y la naturaleza de los objetos de la
matematica ha estado rondando a los fil6sofos durante muchos siglos. Tal
situacion genera un dilema tal y como lo expresa Benacerraf en su articulo “La
verdad matematica”.

No podemos abordar el tema de la intuicién matematica dejando de lado
la epistemologia y la ontologia (los dos cuernos del dilema). Luego de exponer en
qué consiste el dilema, su relacion con las creencias y la teoria del conocimiento
intentaremos plantear una posible solucion al dilema recurriendo a la intuicién
matematica.

Plantear una disolucién del dilema implica cambiar de perspectiva, para
ello hemos recurrido a las ideas de Popper y Eccles en el libro El yo y su cerebro,
pensadores que plantean que los objetos matematicos pueden estar en un mundo
3, diferente al mundo de los sentidos (mundo 1) y al mundo de los estados de
conciencia (mundo 2). En este mundo 3, no aplica la teoria causal y la naturaleza
de los objetos matematicos es diferente a la concebida desde el platonismo.

Sila intuicion matemaética es comprendida como un proceso dinamico, que
requiere de la experiencia real e intelectual del matematico y que luego sus
resultados impactan en este mundo “real”, entonces podemos afirmar que la
intuicion puede ser una forma de conocer y acceder a los objetos que “habitan”

en este mundo 3, pasando, por supuesto, por los mundos 1y 2.



Laidea de intuicion planteada en los primeros capitulos de este documento
no solo es producto de las investigaciones revisadas o de los ejemplos tomados de
la historia de las matematicas, sino que fue “inspirada” en las afirmaciones del
pensador Philip Kitcher.

Para el pensador inglés, la intuicién matematica (que no tiene que ver con
la intuicion platonica, ni con el conocimiento a priori) tiene sentido cuando los
matematicos estan haciendo matematicas, especificamente, cuando resuelven
problemas.

Kitcher nos propone tesis novedosas y alternativas a la concepcion
tradicional (y en contra del apriorimo) sobre el conocimiento matematico. Sus
tesis incluyen el conocimiento del contexto de cada época, la trasmision del
conocimiento de una generacidon a otra, las practicas de los matematicos, la
importancia de la comunidad cientifica y la comunicacion de los saberes.

Para la idea que estamos intentando defender sobre la intuicion, las ideas
de Kitcher sobre la influencia de la comunidad cientifica y la necesidad de la
comunicacion son esclarecedoras.

Cuando afirmamos que la intuicién matemaética es un proceso que requiere
de los conocimientos previos de la persona que intuye, no estamos asumiendo
que todo el conocimiento esta centrado en un solo individuo. Mas aun, hemos
afirmado que los resultados de este proceso deben ser validados por la comunidad
cientifica. Aqui encontramos un punto coincidente con Kitcher, para quien el
conocimiento es producto del esfuerzo de toda una comunidad. Para él, la
epistemologia de las matematicas no puede ignorar la historia y mucho menos los
avances que los predecesores han tenido cuando puntualizamos sobre las
intuiciones de un matematico particular.

Esta tesis de Kitcher va de la mano de otra que él defiende en su teoria del
conocimiento: la comunicaciéon entre el individuo y la comunidad cientifica
permite el avance de la matematica. ¢Qué implica esto? Que gran parte del
conocimiento que ha adquirido el matematico es gracias a las percepciones
(entendidas como observaciones, experiencias, creencias, paradigmas). Al igual
que hemos sostenido, la intuicidon no so6lo requiere de experiencias intelectuales
sino sensoriales.

Las tesis planteadas y sustentadas por Kitcher en su libro The Nature of

Mathematical Knowledge, también lo llevan a dedicarle un capitulo al tema que



es de nuestro interés: la intuicion matematica. El pensador inglés, se aleja de lo
que tradicionalmente se ha considerado por intuicién y le otorga un papel
preponderante en la resolucién de problemas. Para él hace parte importante en
el quehacer de los matematicos. En particular, no la considera como una
habilidad extraordinaria sino como un proceso de reconfiguracion o de
reorganizacion de informaciéon previa que brinda nuevos puntos de vista para
abordar un problema que, a la postre, sera correctamente (0 no) solucionado.

Luego de recorridos estos cuatro capitulos del documento, nos preparamos
para relacionar la intuicion con la practica matematica. Hemos considerado dos
topicos que, a nuestro parecer y teniendo en cuenta el rol docente, son basicos en
el proceso educativo y en el pensamiento matematico: la resoluciéon de problemas
y la visualizacion.

Nos interesa abordar la practica matematica desde la actividad mental del
matematico, es decir, desde sus procesos de representaciéon y sus imagenes
mentales. Para nosotros la practica matematica sera considerada en los términos
de Kitcher y su relacién con los mundos 1, 2 y 3 (de Popper y Eccles), lo que
implica la necesidad de concebir la intuicion mateméatica como un proceso.

Para Kitcher, cualquier estudio sobre el desarrollo del conocimiento
matematico debe partir de la nocién de practica matematica. Esta nocion tiene
como componentes el lenguaje, el trabajo experimental y teérico, los métodos de
razonamiento, las preguntas relevantes, la resolucion de problemas y los puntos
de vista metamatemaéticos. Tenemos asi que la practica como accion fisica se
experimenta en el mundo 1, que la justificacion de ella estd mediada por las
percepciones del mundo 2 y que sus elementos tedricos los encontramos en el
mundo 3.

Bajo este marco y recordando que para Kitcher la intuicion matematica es
utilizada por los grandes genios en la resoluciéon de problemas, encontramos que
la practica matematica, en su componente de resolucion de problemas, requiere
de la intuicién mateméatica. Un matematico cuya intuicion —entendida como
proceso dindmico— sea mas profunda, sustentada en los conocimientos previos y
la experiencia, resolvera problemas —planteamiento de nuevos enunciados
matematicos, deduccion de conceptos, descubrimiento de propiedades— mas
complejos y elaborados, tal como lo evidenciamos en la historia de las grandes

hazanas de los matematicos mas talentosos.



Cuando se estudia el tema de la resoluciéon de problemas en matematicas,
un referente es George Polya. Revisando la bibliografia correspondiente,
encontramos que, para el matematico hingaro, la intuicidon esta presente tanto
en el planteamiento como en la soluciéon a un problema. Para él, es incluso un
proceso presente tanto en los matematicos como en los estudiantes.

Pélya, al igual que Poincaré e incluso Godel, comparte la idea segtin la cual
la practica matematica requiere tanto de procesos formales como intuitivos.
Incluso afirma que la intuicion matematica al ser mas natural que los argumentos
de la l6gica, ha permitido a grandes mentes resolver problemas matematicos de
gran nivel. Ser natural, en este contexto, significa ser espontaneo, y este es el
resultado de la experiencia, del estudio y del conocimiento de enunciados
puntuales interiorizados por los matematicos durante todos sus anos de practica.

La resolucion de problemas es una de las actividades donde con mayor
claridad podemos evidenciar el proceso de la intuicién matemaética. Ello podria
explicarse asi: un matematico tiene en mente una idea que desea desarrollar, lo
que podriamos traducir como un problema que desea solucionar. En su mente, al
inicio del proceso, lo que a él se le presenta es una imagen difusa, gracias a la
trasformacion controlada de esta situacion indeterminada, se llega a una
determinada, donde las imagenes ahora son claras y distintas (dicha
transformacion es posible por la experiencia tanto matemaética como fisica de
quien esta intentando resolver el problema). Este nuevo resultado seré validado
por la comunidad cientifica y, de ser aceptado, se insertara en el sistema formal
de la matematica.

El que se le haya dado énfasis al lado de la historia donde se exaltan las
mentes extraordinarias, que han llegado a avances muy valiosos en el campo de
la ciencia, no debe ocultar que estos “descubrimientos maravillosos” son el
producto de mucho tiempo de trabajo, de grandes conocimientos no sélo en
matematicas sino en otros campos del saber, lo que nos lleva a comprender que
este proceso de resolucion de problemas, al igual que la intuicién, se pueden
aprender.

En el ultimo capitulo de este documento nos centraremos en un
componente de la practica matematica que ha tenido un resurgir en las altimas
décadas: la visualizacién. Nuestro interés se centra en mostrar que la

visualizacién es un proceso, tal y como hemos entendido la intuiciéon matematica.



La historia de la mateméatica ha mostrado la importancia de la
visualizacion en muchos de los avances de grandes cientificos (Euclides, Euler,
Galileo, Descartes, Newton, Maxwell, Riemann, Einstein, Feynman, entre otros),
sin embargo, al igual que con la intuicién, el pensamiento verbal y el lenguaje
simbolico ha predominado como la “mejor opcién” de presentar los resultados a
la comunidad cientifica y académica.

Cuando hablamos de visualizacion en mateméaticas no encontramos un
significado “habitual”, menos aun cuando en la actualidad el espectro se ha
ampliado con la incursion de los recursos tecnolégicos tanto en el quehacer del
matematico como en las aulas de clase. En la literatura existente, encontramos
que la palabra ‘visualizacion’ se puede usar para describir graficas, para describir
procesos o como sinébnimo de imagenes. Para el desarrollo de este trabajo nos
interesa su uso como proceso.

Tanto para el analisis de una grafica como en la construccion de imagenes
en papel o con alguna herramienta tecnologica se requiere de la experiencia
conceptual, visual o tedrica de quien esta inmerso en un proceso de visualizacion.

La visualizacion no es sélo “ver” una imagen, es un proceso que implica
organizar la informaciéon disponible, es una reconfiguracion de saberes que
llevaran a la propuesta de una solucién visual a un problema, que al igual que los
resultados propios de la intuicion, deberan ser validados por la comunidad
académica para ser insertados en el cuerpo de nuevas teorias cientificas.

En este mismo sentido encontramos que quien no esta familiarizado con
los diagramas, en general, con el pensamiento visual, tendra ciertas dificultades
para analizar una grafica o construir un diagrama. Asi, la visualizacién implica
experiencia, practica y conocimientos matemaéticos sélidos.

Uno de los temas de interés para la filosofia de las matematicas es lo que
hace el mateméatico durante su practica. La historia nos ha mostrado que la
visualizacion y el razonamiento esquematico son recursos fundamentales para la
epistemologia de las mateméticas. En la actualidad, el uso creciente de
herramientas tecnolégicas ha permitido entre otras cosas, demostraciones de
enunciados complejos. Asi como la intuicion, la visualizacién en la practica de los
matematicos ha aportado en el desarrollo de la geometria, la topologia y el

analisis complejo. La visualizacion no es s6lo una forma de comprobar o verificar,
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es una herramienta que permite deducir y “descubrir” propiedades y conceptos
avanzados.

Si hablamos de practica matematicas, no podemos ignorar la educacién
matematica. Y en este componente, la visualizacion tiene mucho que aportar a los
procesos de ensenanza y aprendizaje.

Para Polya, cuando nos enfrentamos a un problema, en muchas ocasiones,
recurrimos al uso de figuras. Ellas nos ayudan a plasmar de una sola vez, muchos
detalles, observaciones o informacion, que podria olvidarse cuando so6lo se
dispone de lenguaje simbolico. Ahora bien, en los procesos educativos, la
visualizaciéon no es sblo esa parte en la que se ensena a construir graficas, es un
proceso méas complejo.

La visualizacion en la educacion matematica es un proceso que requiere de
las ideas previas del estudiante, de sus habilidades visuales, de su experiencia con
los graficos, de su capacidad para reconfigurar y generar nuevas ideas. Las
imagenes no son sblo para explicar, con un esfuerzo mayor permiten crear o
inventar. Al igual que con la intuicion estas nuevas ideas deben ser validadas por
la comunidad cientifica.

Los objetos de la visualizaciéon han servido como modelos predictivos de
fenémenos concretos, jugando un rol importante en la investigacion cientifica.
Las nuevas tecnologias han contribuido en la did4ctica de las matematicas y han
potenciado el papel de las imagenes. Cuando los estudiantes aprenden a construir
e interpretar graficas lograran controlar sus procesos mentales y desarrollar
procesos intuitivos mas avanzados.

Para el desarrollo de este trabajo hemos seguido los principios de la
investigacion basica o fundamental, puesto que se parte de un marco teérico y
desde alli esperamos formular una nueva hipoétesis que permita relacionar la
perspectiva de Philip Kitcher sobre la intuicion matematica con la visualizacion
en el contexto de la practica matematica. Para llegar a la verificacion o no de la
hipétesis, se requiere de una investigacion documental, y nos apoyaremos en un
analisis y en una discusién de las fuentes bibliograficas y hemerograficas en las
que revisaremos la nocion de intuicion en el pensamiento de algunos

matematicos y filosofos de la ciencia.
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Al considerar ejemplos de la historia de la matematica, se utilizara un
método historico critico que nos permitira comprender los ejemplos en su
contexto, sin perder de vista la intuicion y la visualizacion en matematicas.

Gracias a la filosofia de la ciencia nos plantearemos y estudiaremos los
elementos concernientes al conocimiento de la matematica y sus posibles
soluciones en la practica, asi como el papel que ocupa la intuicion en la
epistemologia y en la filosofia de la matematica.

Asi mismo, desarrollaremos una investigacion descriptiva para lograr
caracterizar el papel de la intuicién en la filosofia de Kitcher y la visualizacion en
la practica matemaética, e indagar sobre su posible relacion.

No hemos dejado de lado, analizar la postura de Kitcher en las altimas
perspectivas sobre filosofia de la practica matematica y en particular, el papel
que, para él, cumple la intuicién en la resolucion de problemas. Como es obvio,
todo ello ird parejo de los correspondientes informes sobre las posibles

dificultades encontradas en el proceso.
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1. Antecedentes sobre la nocion de intuicion

La intuicién matematica es ampliamente abordada en diversos campos del
saber. Ha sido de interés para filésofos, matematicos, pedagogos y pensadores de
la filosofia de la ciencia. La intuicién es un tema sobre el que se ha reflexionado y
estudiado desde la antigiiedad, su significado ha mutado en los diferentes
periodos de tiempo y la época actual no es la excepcion.

La terminologia relacionada con la intuicién es bastante confusa, lo que
evidencia la complejidad del tema. El término intuicién, es usado en diversos
contextos y de diferentes modos. Para algunos, por ejemplo, es una
reorganizacion cognitiva que permite ver una nueva interpretacion a un problema
dadas unas condiciones. En otros casos, es sinobnimo de revelacion (religion),
inspiracion (arte), sentido comun, interpretacion empirica o “auto-evidencia”.
Esta diversidad de consideraciones, algunas de ellas contradictorias, esta
relacionada con una variedad de investigaciones cognitivas tales como resolucion
de problemas, imagenes y modelos, creencias y niveles de confianza, y etapas del
desarrollo de la inteligencia.

Para la filosofia antigua, la intuicién no tenia un papel predominante,
como si para la filosofia moderna. Para Aristoteles, por ejemplo, el conocimiento
debia tener un punto de partida, asi como ser seguro e incorregible, basado en
premisas verdaderas y evidentes. Ello se conoce como la tesis fundamentista e
infalibilista.

Descartes deja claro que para obtener conocimiento se requiere de la
intuicién y de la deduccién, y define la idea de intuicion como “una operaciéon
racional, por medio de la cual ciertas verdades son presentadas de un modo total
e inmediato” (Bunge, 1996, p. 18), es decir, es la fuente de la absoluta certeza de
las verdades.

Fil6sofos como Spinoza y Leibniz asumen la intuicién como un tipo
elevado del conocimiento, més atn la consideran como una inferencia rdpida;
sin embargo, coinciden en “que es insuficiente para establecer nuevos principios
basicos de la matematica” (Bunge, 1996, p. 23).

Estudios recientes sobre la intuicion en filosofia de la matematica remiten
al filésofo aleméan Kant, quién recurre a la nocién de intuicion para responder a

la pregunta: ¢como es posible el conocimiento matematico? (Tieszen, 1989). Para
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Kant la intuicién constituye la posibilidad de la experiencia externa, es decir, la
intuicion es “una representacion singular, que es una representacion de un objeto
simple” (Parsons, 1980, p. 147). De esta forma, encontramos que es gracias a la
intuicion que el conocimiento tiene una relacion inmediata con los objetos
(parece ser una presencia inmediata del objeto en la mente), lo cual tiene una
analogia con la percepcion en la fisica. Podria deducirse que la intuicion es una
evidencia inmediata. Las intuiciones para Kant se dan en el tiempo y en el
espacio. Sin embargo, no ofrece explicaciones explicitas sobre lo que tiene que ver
con la intuicion de los objetos matematicos. El entiende por objeto, un objeto real,
es decir, un objeto fisico, y una intuicioén a priori “contiene inicamente la forma
de nuestra sensibilidad” (Parsons, 1980, p. 149) y esto debe ser asi porque de lo
contrario ¢como podria intuirse un objeto si este no estd dado a priori? La
cuestion es si el objeto presente es un objeto fisico o puramente matematico, lo
anterior no es descartado por el caracter a priori de la intuicion, podria ser una
caracteristica mas de imaginacion que de sentido.

En la Critica de la Raz6n pura, Kant muestra la intuicién como una manera
propia de la matematica para “alcanzar” los conceptos:

Que 5 ha de anadirse a 7, es cierto que lo he pensado en el concepto de

una suma [...] pero no que esa suma sea igual al ntimero 12. La

proposiciéon aritmética es, por tanto, siempre sintética y de esto se

convence uno con tanta mayor claridad cuanto mayores son los

nimeros que se toman, pues entonces se advierte claramente que por

muchas vueltas que le demos a nuestros conceptos, no podemos nunca

encontrar la suma por medio del mero analisis de nuestros conceptos

y sin ayuda de la intuici6on (Kant, 1978, B16).
En el parrafo siguiente Kant vuelve a la intuicién, a proposito del principio
geométrico (el cuél es sintético) que afirma “que la linea recta es la mas corta
entre dos puntos”:

pues mi concepto de recta no encierra nada de magnitud sino s6lo una

cualidad. El concepto de los mas corto es enteramente anadido y no

puede sacarse, por medio de ningtn analisis, del concepto de linea

recta; la intuicion tiene pues que venir aqui a ayudarnos y por medio

de ella tan solo es posible la sintesis (Kant, 1978, B17).
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Para Kant la intuicién es una representacion inmediata que, a su vez, es
posible de verificacion cuando se dan los objetos en la realidad: “la intuicion es el
modo por medio del cual el conocimiento se refiere inmediatamente a dichos
objetos y es aquello a que apunta todo pensamiento en cuanto medio” (Kant,
1978, A19, B33).

El estudio de las ideas de Kant sobre la posibilidad de la matematica y su
relacion con la intuicién se ha retomado para el caso de los sistemas formales,
gracias al “enfoque constructivista y obligadas precisiones desde los teoremas de
incompletud de la Aritmética de Godel, indefinibilidad de Tarski, indecidibilidad
de Church” (De Lorenzo, 1992, p. 10), y, sobre todo por lo que respecta a las
diferencias entre razonamiento logico formal y matematico, ha sido necesario
retomar estudios anteriores a Frege, hasta incluir a Kant. En esta linea
encontramos a autores tan relevantes como Kitcher, entre otros.

Para el sabio de Konigsberg, la intuicion es la facultad por medio de la cual
los objetos son directamente “captados”, aprehendidos, mientras que el
entendimiento nos permite alcanzar el conocimiento conceptual. En Kant la
intuicion empirica se relaciona con el conocimiento sensorial, mientras la
intuicion intelectual simplemente no existe. (Fischbein, 2002). La intuicion
intelectual también se usa para designar las formas del conocimiento inmediato,
no sensorial, que tratan con conceptos o relaciones formales (o teorias). Por
ejemplo, el enunciado “cada nimero natural tiene un sucesor”, es considerado
como intuicién intelectual, por el contrario “el peso o la velocidad de un objeto”
corresponde a una intuicion sensorial.

En nuestro recorrido encontramos a Henri Bergson, quien propone volver
a la intuicion, siendo para él, el método fundamental de conocimiento desde el
interior del objeto que se quiere conocer. Ahora bien, no tendremos una intuicion,
mientras no se haya ganado suficiente confianza con sus manifestaciones
superficiales, de lo que se infiere que, el conocimiento de lo nuevo es posible
cuando el espiritu se refiere a lo ya conocido.

El espiritu se ha habituado a buscar puntos fijos (conceptos) que le
marcaran el cambio de direccién y de tendencia, intentando comprender el
movimiento a partir de estos conceptos que son inmoviles, mas ain, se asume

que el conocimiento parte de los conceptos. La invitacién del filésofo es a
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reconocer que la intuicién precede a la inteligencia, “que de la intuicion puede
pasarse al analisis, pero no del analisis a la intuicion” (Bergson, 1956, 54).

Esta inversion del pensamiento no es facil, sin embargo, la historia del
calculo infinitesimal es un perfecto ejemplo de lo que Bergson nos quiere decir
sobre la intuicién que precede al anélisis:

La matematica moderna es precisamente un esfuerzo para sustituir lo

ya hecho por lo que se hace, para seguir la generacion de las

magnitudes, para asir el movimiento, no desde fuera y en su resultado

manifiesto, sino desde dentro y en su tendencia a cambiar; en fin, para

adoptar la continuidad moévil del dibujo de las cosas.(Bergson, 1956, p.

74)

Es decir, el desarrollo del calculo y sus importantes aplicaciones ha sido
posible, ademas de esta intuicién que esta en su origen mismo, por la invencion
de los simbolos, los cuales interviene en su aplicacion.

Finalmente, un filésofo recurrente cuando se estudia la intuicion es
Husserl. Al referirse al conocimiento, él muestra la influencia de la tradicion
kantiana, es decir, el conocimiento es pensado como producto de lo que Kant
llama conceptos e intuiciones. Husserl esta interesado en buscar “la esencia
inmutable” de las cosas mas alla de las propiedades o leyes, y tal esencia es dada
por una facultad denominada por él, intuicién intelectual (la cual no es racional).
El conocimiento de esta “esencia” es independiente del conocimiento factico,
aunque se ocupa de los objetos materiales, sin importar si son reales o no, tal
como es el caso de los objetos de la matematica que son reales, pero no materiales.
Los juicios que tienen que ver con la esencia son juicios sintéticos a priori, lo que
lleva a Husserl a determinar que las verdades de la fenomenologia son definitivas,
satisfaciendo de esta forma las dos tesis propuestas por Aristoteles, el
conocimiento estd fundamentado y es infalible, puesto que “las intuiciones
adecuadas son completamente indudables” (Bunge, 1996, p. 42).

Las investigaciones de Husserl acerca de la justificacién de los conceptos
ideales en matematicas sobre la base de la intuicion le llevaron a concluir que las
actividades orientadas al lenguaje de los matemaéticos respaldan la nocion de
intuicion. Mas aun, “su idea de combinar el rol de nuestra actividad orientada al
lenguaje y el rol de la intuicion nos proporciona un nuevo marco para explicar los

descubrimientos matematicos, que es diferente de los tradicionales” (Okada,
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2002, p. 77). Estos nuevos puntos de vista podrian explicar el ‘descubrimiento’
en matematicas al entender la naturaleza de las actividades de adquisicion de
conocimientos, que se mueven entre actividades lingiiisticas, por un lado, e
intuiciones, por el otro.

En los escritos de Husserl se hace alusi6on a intuiciéon en términos de
intencion, es decir, la intuiciéon es entendida como la “realizacion” de la intencion.
Este enfoque es tomado por Tieszen para quien el punto de vista de Husserl en el
contexto de la matematica va mas alla de un interés histoérico, puesto que contiene
ideas relevantes para analizar problemas contemporaneos de los fundamentos de
la matematica.

Husserl desarrolla una teoria de la evidencia racional basada en la analogia
con la percepcion, y “entiende la evidencia racional, en general, como intuicién”
(Parsons, 1980, p. 147), detallando los dos tipos de intuicion que él ha
encontrado, a saber, la intuicion categorial y la percepcién-sensorial. La primera
se funda en actos tales como las percepciones ordinarias o imaginaciones, y en la

segunda el objeto es inmediatamente dado.

Como hemos revisado, la intuicion es un concepto controvertido, aceptado
por unos como fuente de conocimiento matematico y rechazado por otros al
considerarlo engafioso. Ademas de como un concepto, la intuicién puede
entenderse como un método, al que se acude en disputas filosoficas, fundamentos
de la ciencia, ética, estética, pedagogia y, a veces, en psicologia.

Una caracteristica de la intuicion es la credibilidad. Para algunos, la
intuicion es como “una conjetura global para la cual el individuo no puede ofrecer
una justificacion clara y completa” (Fischbein, 2002, p. 4). En muchas ocasiones
se considera una forma primitiva de conocimiento opuesta a las concepciones e
interpretaciones cientificas. Para Poincaré, no hay creatividad si no hay intuicion.
Para Hahn es una fuente de errores que debe ser eliminada de la ciencia.

En pedagogia, la intuicion se relaciona con un conocimiento sensorial
primario, necesario para la educacién intelectual, equivalente al conocimiento
perceptual de la ciencia. Algunos defienden la necesidad de usar muchos objetos
intuitivos, otros consideran que debe ser eliminada sobre todo en el &mbito de la
matematica. En el mundo cotidiano un profesional puede usar el término

intuicion para referirse a la capacidad de resolver un problema complejo, cuya
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solucion “parece surgir rapidamente solo sobre la base de una evaluacion
aparentemente resumida” (Fischbein, 2002, p. 5). Para Piaget, por ejemplo,
apunta a una categoria de la cognicion, que permite justificaciones o
interpretaciones, mientras defiende la existencia de intuiciones espaciales y
temporales, intuiciones empiricas u operacionales, etc.

Ahora bien, en esta amplia gama de interpretaciones, vemos que no resulta
facil definir con precision qué debemos entender por intuiciéon. Por tanto, hemos
recogido las posturas tanto de matematicos, como fil6sofos de la matematica para
aproximar una nocion de intuicion matematica. Hemos caracterizado la intuicion
como un proceso dindmico, que parte de la experiencia (tanto mateméatica como
fisica) del individuo, que puede ser fortalecida o mejorada haciendo que los logros
que de ella se obtienen parezcan evidentes y que debe ser validada tanto por la
comunidad cientifica como por la l6gica para llegar al conocimiento matemaético

o ala invencién de conceptos y teorias matematicas.

1.1 La intuicion matematica: un proceso de lo “evidente”

Asumir la intuicién como un proceso dindmico implica, por un lado, que
el individuo tiene una participacion activa y, que, a su vez, la intuicién
matematica puede ser “educada”, es decir, se puede mejorar la disposicion del
matematico o estudiante para intuir los conceptos o teorias, incluso llegando a la
invencion. Para algunos pensadores la intuicion tiene la caracteristica de ser
evidente, épor qué? Porque han acumulado tantos conocimientos y han dedicado
mucho tiempo y esfuerzo a estudiar cierto tema que cuando llegan a sus
resultados les parece obvio lo encontrado.

“Es posible que esa auto-evidencia sea el resultado de las habilidades
conceptuales adquiridas cuando, en el pasado, se aprendid, por ejemplo,
conjuntos, lineas y puntos” (Marino & Pena-Péez, 2019, p. 75). Esa idea de que la
intuicién puede ser decisiva para el conocimiento matematico es la consecuencia
del sentido historico que el término ha adquirido segin ciertas teorias
epistemolodgicas, entre las que encontramos el rol de la introspeccion del estilo de
la filosofia cartesiana o simples convicciones teologicas, las cuales buscan hacer

moldes de “justificacion inexpugnable” (Thompson, 1998, p. 282).
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Bunge, en su libro Intuicion y razoén, afirma que los filésofos y los
cientificos no concuerdan en lo que debe entenderse por la palabra intuicién. Para
los primeros, es una facultad de la mente, diferente de la razén y de lo sensible,
que es un modo de conocimiento autonomo, una aprehension subita, total y
exacta. Para los segundos, es un conocimiento inferido, mediato, parcial, inexacto
y elaborado.

Muchos de los cientificos y filosofos de la matematica tienden a rechazar,
producto de la tradicion filosoéfica, todo conocimiento poco probable o inseguro,
estan siempre en la bisqueda de un conocimiento fundamental e infalible, esto
conlleva a depositar toda la confianza en la logica formal o en una intuicion que
podria parecer misteriosa. Lo que nos interesa resaltar es justamente que la
intuicion matematica no es una revelaciéon dada a ciertos genios, sino que con la
educacion y motivacion adecuada puede ser un proceso “aprendido”.

La razon y la intuiciéon son necesarias para la creacion de teorias en
matematicas, lo que no implica afirmar que los productos de la razén sean
necesarios y definitivos, como tampoco, asegurar que la intuicién de una esencia
existe, implica probar que hay esencias mas alla de lo que estudia la ciencia. En
este sentido, ahora sabemos que los axiomas no son verdades evidentes, sino que
son el producto de un arduo trabajo, que la ciencia ya no es un conocimiento
cierto e indudable, sino un conjunto de opiniones denominadas hipdtesis que
deben ser demostradas en un campo de referencia especifico, “la busqueda de una
certidumbre definitiva y tranquilizadora —tan intensamente anhelada por los
espiritus débiles— ha sido reemplazada por la minimizacion del error, que es méas
facil de descubrir que la verdad” (Bunge, 1996, p. 51). De alli, que Bunge rechace
afirmaciones en torno a que la intuicion es un fundamento tltimo y una certeza
final, mas atin que se le quieran dar el caracter de segura y capaz de evadir la
critica de la razon.

Esta critica del autor argentino puede ser sustentada desde la historia de
la ciencia, donde se evidencia que la evolucion del conocimiento ha estado
enmarcada por creaciones iniciales, que en su momento han sido catalogadas
como inconcebibles, absurdas, insanas o hasta insensata. Cabe anotar que todas
estas expresiones son propias de la psicologia, no son sefal de verdad, lo que

implica que no son posibles de usar como argumentos para estar a favor o no de
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la intuicién, o para erigir la razon como base de gran parte de la matematica
contemporanea.

Matematicos como Hilbert o Dieudonné han reconocido la intuicion
matematica como algo anterior al método axiomatico. En general, “quien haya
hecho algo de matematicas admitira que su dindmica es constructiva, que el
matematico no aprehende ideas platénicas preexistentes y que la axiomatica es
casi siempre una reconstruccion a posteriori” (Bunge, 1996, p. 102). Esto no
quiere decir que exista una intuicion bésica, oscura, como fuente de creacién
matematica, ni que la intuicién sea la tnica fuente de certidumbre, como
pretenden los intuicionistas.

Cuando se realiza cualquier trabajo cientifico, se recurre a la busqueda y
planteamiento de problemas, se intentan controlar las soluciones encontradas, se
inventan hipotesis, se elaboran deducciones, todo este conjunto hace parte de la
intuicion y en todo este proceso

intervienen la percepcion de cosas, acontecimientos y signos; la

imaginacion o representacion visual; la formaciéon de conceptos de

diverso grado de abstraccion; la comparacion que lleva a establecer
analogias y la generalizacion inductiva junto con la loca conjetura; la

deduccion tanto formal como informal; anélisis toscos y

refinados...combinar y rechazar ideas, pues, digamos de paso, la

ciencia esta hecha de ideas y no de hechos. (Bunge, 1996, p. 120)

En estos casos, cuando no se sabe exactamente qué mecanismos han
intervenido, que procesos inferenciales se han utilizado o que tan riguroso o
sistematico ha sido el trabajo, se dice que ha obrado la intuicion, la cual actuaria
como “el cajon de sastre donde colocamos todos los mecanismos intelectuales que
no sabemos analizar o nombrar con precision” (Bunge, 1996, p. 121).

En la ciencia la intuicion encierra modos tales como: percepcion (percepcion
rapida), imaginacion (creacion), inferencia, sintesis, comprension y evaluacion.
Estos modos de pensar son propios de todas las personas, sin embargo, aparecen
maés desarrollados en la mente de los cientificos.

Cuando se habla de percepcion, se habla de la “identificacion rapida” de un
objeto, un acontecimiento o un signo. El “éxito” de una intuicion sensible, es
decir, la aprehension de un objeto fisico “dependera de la habilidad perceptual

del sujeto, de su memoria, de su inteligencia, de su experiencia y de la
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informacion de la que disponga” (Pena-Paez, 2020a, p. 135) . Esta intuicion
sensible nos permite captar de manera directa y desarticulada los objetos
concretos.

La percepcion también tiene que ver con la comprension del significado o de
las relaciones entre los elementos de un conjunto (por ejemplo, en la matematica
y la logica formal se esta interesado en las relaciones y estructuras, mas que en
los términos o las entidades singulares). La capacidad para comprender cadenas
de simbolos dependera del entrenamiento previo, “el principiante puede ‘intuir’
ciertos objetos, pero el iniciado captara ademéas ciertas relaciones y
complejidades que escaparan al novato” (Bunge, 1996, p. 123).

En la percepcion, es importante la interpretacion de signos artificiales, esta
situacion esta relacionada con la “intuicion fisica”, algunos pueden ver en las
ecuaciones algo maés alla de simbolos matemaéticos, comprender su interpretacion
fisica, tienen la habilidad de leer las féormulas en términos de propiedades,
sucesos 0 procesos, por ejemplo el fisico reconocera una integral de Fourier como
un paquete de ondas, por tanto la “habilidad para simbolizar, cierta experiencia
de interpretaciéon y capacidad para relacionar con rapidez asuntos aparentemente
inconexos, es todo cuanto se esconde bajo la palabra ‘intuicion’ en este caso”
(Bunge, 1996, p. 124).

La intuicién no es una facultad misteriosa, es una facultad que puede ser
entrenada, es decir, la intuicién es un proceso, que puede ser semantico (los
términos se usan sin reflexionar) o sintactico (se captan directa o indirectamente
algunas relaciones), entonces este proceso tiene que ver con presupuestos
“obvios”, en el que “el analisis 16gico y seméantico contribuyen a la elucidacion de
términos toscos, preanaliticos o intuitivos” (Bunge, 1996, p. 181). Las primeras
ideas deben pasar por un proceso de refinamiento gradual, que incluye el rigor y
las demostraciones correspondientes que puedan satisfacer los estandares
establecidos, un ejemplo de ello lo encontramos cuando en el siglo XVIII las
consideraciones intuitivas eran suficientes, diferente a los siglos posteriores
donde lo necesario era la aritmetizaciéon del analisis.

Retomemos la idea de la intuicibn como aquella que parece darnos
conocimientos obvios, es decir, evidentes. ¢De donde viene esta idea? Se sabe que
para un matematico M una condicion necesaria para conocer una situaciéon o

fenomeno S, es que el matematico M crea en esa situacion S, por lo tanto, la
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creencia de M sobre S, se producira gracias a un proceso, en el cual se tiene una
evidencia para sostener dicha creencia, entonces parece que “la evidencia es dada
por la intuicién” (Tieszen, 1989, p. 2). De alli, que cuando se afirma que el
matematico M tiene evidencia sobre la situacion S, entendemos que M “ve” a S de
un modo directo, no diferencial, por lo que puede sostenerse que “la intuicion
ofrece algo como un conocimiento directo” (Tieszen, 1989, p. 2). Debemos notar
que la evidencia dada por la intuicién es conocimiento directo, lo que no debe
confundirse con la justificacion, que es propia de los procesos inferenciales y que
tiene que ver con el conocimiento indirecto.

En la discusion sobre el conocimiento de un matematico sobre S, se puede
distinguir entre la intuicion de objetos y la intuicion de que alguna cosa es. La
diferencia radica en que, en el primer caso, se habla de intuir objetos particulares,
elementos simples, mientras en el segundo caso se intuye un conjunto de
enunciados. La intuicion de objetos particulares ha estado presente en varias de
las concepciones sobre los fundamentos de las matematicas.

Para Richard Tieszen (1986), la intuicion matematica es “como un proceso
que produce evidencia para las creencias matematicas de M, asi como la
percepcion directa es un proceso el cual produce evidencia para las creencias de
M acerca del mundo fisico” (p. 66).

Como se ha indicado, la intuicion esta relacionada con la evidencia, la cual

se ha manifestado en la historia de la matematica de dos formas:

1. Utilizar enunciados iniciales, cuyo criterio de eleccion fue la auto-
evidencia (aparente), para construir una estructura logica deductiva. Un
ejemplo es Euclides con sus axiomas y postulados de la geometria.

2. La preocupacion y esfuerzo de los matematicos por evitar los efectos
enganosos (aparentes) de los enunciados evidentes para crear un sistema
racional y auto-consistente. En Platon, Aristoteles y Euclides, se evidencia
una clara distincion entre los axiomas y los teoremas, los cuéles deben ser
probados: “la historia de las matematicas es, de hecho, la historia de los

esfuerzos para lograr este programa” (Fischbein, 2002, p. 9).

Continuando con la historia de las matematicas, encontramos que luego

de la revolucién copernicana, el auge de las geometrias no euclidianas, Cantor y
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el concepto de infinito real y otros hallazgos, la comunidad cientifica se ha dado
cuenta de que la nocion intuitiva de evidencia no es garantia de verdad, ni de
certeza (Pena-Paez, 2020a). De hecho, “conceptos no intuitivos o contra-
intuitivos han invadido cada vez mas la ciencia y las matematicas” (Fischbein,
2002, p. 10). En la matematica encontramos muchos ejemplos de afirmaciones
teoricas verdaderas pero que no tienen un significado intuitivo en la realidad
(¢cudl seria el significado intuitivo de la expresiéon a® = 1?). De la misma manera,
no ha sido aceptada de manera facil la afirmacion logica de “que un conjunto
puede ser equivalente a uno de sus subconjuntos propios” (Fischbein, 2002, p.
10).

Tales situaciones tuvieron como consecuencia que la comunidad cientifica
considerara las representaciones intuitivas como engafiosas, fortaleciendo asi, la
forma logica como medio de certidumbre de la conviccion cientifica. Pasamos,
entonces, de la intuicién como forma absolutamente creible de Descartes y
Spinoza, a la intuicién como conocimiento primitivo y engafioso de muchos
filésofos en la actualidad. Esto muestra, sin embargo, que el término intuicién
sigue vigente en el debate filosofico, en los fundamentos de la matematica y en
los discursos educativos, puesto que la intuicién “no representa s6lo una
categoria de conocimiento, entre otras, aceptada o prohibida. Expresa una actitud
necesaria profundamente arraigada en nuestro comportamiento adaptativo”
(Fischbein, 2002, p. 11).

La historia de la matematica tiene ejemplos de como algunos conceptos
dados por evidentes han sido desvirtuados y, aun asi, no son abandonados por los
cientificos, los cuales, en cambio, siguen usando sus modelos intuitivos. No se
trata de utilizar conceptos obsoletos que ya han sido refutados, se trata de
reconocer que, para muchos matematicos, la validez de un enunciado “se basa en
el sentimiento de evidencia subjetiva”. Sin importar cuantos conceptos hayan
sido refutados en la historia, algunos matematicos siempre buscaran “una rampa
definitiva en la defensa de sus certidumbres, en la inextricable mezcla de
argumentos logicos [regresando] a su sentimiento personal, muy personal, de
evidencia” (Fischbein, 2002, p. 11).

Los ejemplos de la historia parecieron mostrar que la funcion de la
intuicion es atribuir una certeza incuestionable a ciertas interpretaciones, aunque

ella misma no es la fuente de la verdadera cognicion. Es indudable la necesidad
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que tenemos de enunciados seguros que sustente nuestros comportamientos
practicos o intelectuales. Por ello, cada vez que afirmamos algo no podemos estar
deteniéndonos a revisar la certeza de lo dicho, puesto que seria muy dificil
terminar cualquier proceso. Es irresistible la tendencia a aceptar algunos
argumentos como ciertos, y el criterio usado es la auto-evidencia.

Segun relata Fischbein, en cierta ocasion Cantor pregunt6 a un grupo de
colegas por la posibilidad de “la equivalencia entre dos conjuntos de puntos que
pertenecen a multitudes continuas con diferentes ntimeros de dimensiones”
(2002, p. 25). Aunque Cantor sabia que la respuesta era afirmativa, no descartaba
que fuese negativa, porque no era intuitivamente tan evidente. Los conceptos
involucrados en la hipotesis de Cantor, como el de infinito real y los de los
elementos no dimensionales, no tienen ninguna correspondencia en la practica.
Rechazar la pretendida equivalencia, es una especulaciéon hasta que no se realice
la prueba. Sin embargo, los colegas de Cantor aceptaron la hip6tesis como si fuera
una verdad absoluta. El resultado es que se trata de “un conocimiento intuitivo,
un tipo de conocimiento que no se basa en evidencia empirica suficiente o en
argumentos 16gicos rigurosos y, a pesar de todo, uno tiende a aceptarlo como

cierto y evidente” (Fischbein, 2002, p. 26).

A pesar de la demostraciéon obtenida, Cantor, a diferencia de los
matematicos de su época, estaba atrapado en dos intuiciones contradictorias “la
intuicion antigua, “natural”, segtin la cual dos conjuntos continuos de puntos que
tienen un nimero diferente de dimensiones no pueden ser equivalente y la nueva,
la intuicién cantoriana reclamando la equivalencia de los dos conjuntos” (2002,
p. 26). Con este ejemplo, Fischbein queria mostrar como la necesidad de certeza
atormenta a mentes tan brillantes como la de Cantor, quien comparte los mismos
sentimientos, a otro nivel, por supuesto, de quienes buscan la auto-evidencia, la
certidumbre y la coherencia, y no so6lo en la evidencia completa y consistente de

lo empirico.

¢Qué deberiamos entender por la auto-evidencia de una intuicion? Que la
intuicion se explica por si misma, no requiere ningun tipo de justificacion para
reconocer la verdad de una afirmacion. Por ejemplo, el enunciado “el todo es mas

grande que cada una de sus partes”. Autores como Descartes, Spinoza y Piaget
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coinciden en formular la auto-evidencia como una caracteristica fundamental de
la intuicion. Sin embargo, no es tan sencilla de aceptar “la nueva evidencia, antes
de convertirse en evidencia —e incluso después— entra en conflicto con la
primera” (Fischbein, 2002, p. 43). Un ejemplo de ello fue la aceptaciéon de los
nuimeros irracionales, lo cuales parecian, en principio, estar en conflicto con los
nameros ya conocidos. Esto no implica que no puedan coexistir dos verdaderas
aparentemente contradictorias.

Es importante indagar el criterio por el que una intuiciéon es autoevidente.
En algunas ocasiones, se aceptan con mayor facilidad o parecen mas evidentes
enunciados complejos como “todo nimero tiene un sucesor” que otros mas
simples como la diferencia de cuadrados. La evidencia, en este caso, a diferencia
de la evidencia de los objetos fisicos no estad mediada por la intervencién de los
sentidos, la evidencia se integra con un sistema algebraico, un enunciado
intuitivo (verdadero o aparentemente cierto) que debe explicase por si mismo.
Entonces la evidencia esta relacionada con los conceptos, creencias y teorias que
el matematico ha adquirido a través de su experiencia y que implican todo un
proceso de adaptacion.

Ahora bien, la nocion por si sola no garantiza su propia evidencia, aunque
esté vinculada con un sistema de invariantes. Es el individuo quien tiene que
percibir el invariante, para ‘adquirir’ un sentimiento de evidencia. Para el
enunciado que hemos tomado como ejemplo, su certeza depende de la intuicién
del namero puro y la sensacion de evidencia se adquiere al descubrir lo invariable
del concepto. En suma, la auto-evidencia de la intuicién tiene que ver con el
sentido directo del comportamiento, el reconocimiento de la invariable de un
concepto, el equilibrio interno de las transformaciones y el caracter analitico de
una afirmacion evidente.

De las afirmaciones anteriores, puede deducirse que la intuicion tiene una
estrecha relaciéon con la necesidad de certeza. Una explicacion del uso persistente
de la intuicion, a pesar de sus multiples contradicciones, es que “la intuicién
expresa, mas alla de su apariencia fenomenologica y psicolégica cambiante, la
creencia natural casi instintiva de todo ser humano en la existencia de alguna
certeza ultima absolutamente fiable” (Fischbein, 2002, p. 7). El sujeto también
busca las certezas ultimas, las cosas fiables, pues no puede confiar solamente en

las pruebas indirectas, necesita “ver” con la mente tal y como lo hace con los ojos.
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De hecho, “para sobrevivir, tenemos que actuar de acuerdo con una realidad dada

y creible” (2002, p. 7). En este contexto creible es sinonimo de significativo.

Fischbein asegura que el papel fundamental de la intuicién es “conferir a
los componentes conceptuales de un esfuerzo intelectual las mismas propiedades
que garantizan la productividad y la eficacia adaptativa de un comportamiento
practico” (Fischbein, 2002, p. 19). De ahi que se intente asignar a los conceptos y
a las operaciones formales un correspondiente comportamiento practico

especifico que involucra tres tipos de interpretacion:

1. Global, es decir, interpretacion capaz de guiar todo el proceso.

2. Dinamica, que sugiera, a pesar de su apariencia estatica, una actividad
constructiva de las correspondientes representaciones.

3. General, es decir, que exceda a la representacidon particular. Esta

construccion general, nos lleva a esperar la continuacion de un proceso.

De lo anterior podemos, entonces, concluir que la funcién de la intuicién es
construir representaciones e interpretaciones que parezcan ser evidentes. Asi la
intuicion

resume la experiencia, ofrece una representacion compacta y global de
un grupo de datos, ayuda a superar la insuficiencia de informacion,
introduce interpretaciones significativas en el comportamiento de un
proceso de razonamiento y, por lo tanto, confiere a la actividad mental,
las cualidades de continuidad flexible, de firmeza y eficacia que

caracterizan un comportamiento activo, adaptativo. (Fischbein, 2002,

p.- 12)

A pesar de contar con todas estas caracteristicas “positivas”, la intuicion sigue
siendo fuente de error, dado que la interpretacion intuitiva puede producir una
representacion distorsionada de la realidad, lo que la lleva a predicciones, en
ciertos casos, equivocadas.

En suma, la intuicion matematica que permite la creacién de teorias,
conceptos y proposiciones implica que unas ideas que pueden ser difusas al
principio del proceso van tomando forma gracias a la interrelacion de ellas (las

imagenes desordenadas iniciales) con ideas y creencias preexistentes. Y luego
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cuando ya se perciben, en palabras de Descartes, claras y distintas, nos parecen
evidentes. En realidad, es que se han vuelto claras o habituales para nuestro

entendimiento gracias a un proceso de aprendizaje.

1.2La intuiciéon matematica y la experiencia

La experiencia es ese conjunto de practicas, conocimientos y creencias
(cientificas o no) que el individuo ha “acumulado” a lo largo de su vida. El proceso
intuitivo no sera posible sin ese bagaje del mundo fisico y del mundo intelectual.
Es decir, si la experiencia de un individuo no ha girado en torno a la matematica
o la fisica sera imposible que pueda crear teorias, conceptos o proposiciones en
estos campos del saber.

La experiencia juega un papel fundamental en la configuracion de las
intuiciones, puesto que es ella la que, bajo ciertas condiciones, le permite a la
intuicion establecer expectativas estables. En este marco Fischbein (2002, p. 88)
sostiene que “una intuicién es una teoria, es un sistema de creencias, de
expectativas aparentemente auténomas”. Cuando las expectativas se vuelven
estables y firmemente unidas a ciertas circunstancias, sucede, que el origen
empirico desaparece en la conciencia del sujeto. Dicha asociacion repetida crea
un habito, una costumbre y, aunque psicologicamente se reconozca el origen
empirico, no quiere decir que las expectativas no se correspondan con
propiedades y relaciones que objetivamente si existen.

Por tanto, lo que afirma Fischbein (2002, p. 88) es “que las intuiciones se
basan en expectativas estables y autoconsistentes organizadas como creencias
que aparentemente son auténomas con respecto a circunstancias empiricas
particulares pero que, de hecho, muy a menudo se generan y dan forma a partir
de una larga experiencia”. Es gracias a la experiencia que las intuiciones logran
perseverar en la conciencia. Aunque la experiencia implica restricciones, también
ofrece numerosas oportunidades para confirmar y reforzar algunas creencias.

En la configuracion de las intuiciones, la experiencia juega un papel
relevante. Fischbein (2002, p. 85) identifica tres aspectos fundamentales para la
intuicion:

(a) Los elementos generales, comunes de la experiencia humana.
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(b) Los aspectos de la experiencia relacionados con el entorno

geografico y cultural particular en el que vive la persona.

(c) La practica particular del individuo relacionada con varios

dominios de su vida (por ejemplo, intuiciones profesionales).

En gran medida, las intuiciones estdn moldeadas por la experiencia, de ahi
que tengan gran impacto en el esfuerzo productivo, tedrico o practico realizado
por cualquier matematico. Dado que la experiencia siempre esta limitada a las
circunstancias, esto implica que el dominio de efectividad y confiabilidad de las
intuiciones también es limitado: “sin embargo, las intuiciones, por su propia
naturaleza y funcion de comportamiento, tienden a aparecer, subjetivamente,
como seguras, autoconsistentes o representaciones universalmente véalidas”
(Fischbein, 2002, p. 90). A largo plazo, la experiencia produce sistemas estables
de representacion, lo que, a su vez, conduce a programas estructurados de
acciones y expectativas. Siempre debe tenerse en mente que la experiencia sesga
las interpretaciones dado que esta restringida por las condiciones espaciales y por
la naturaleza de la actividad, practica o teorica, de la actividad conductualmente
significativa (finitud, concrecion, imposibilidad de ubicuidad).

En este contexto, la experiencia sera abordada desde dos puntos de vista;
la relaciéon de la intuicién con las experiencias sensoriales del individuo y su

relacion con las creencias matematicas.

A principios del siglo XX, se aceptd como premisa aquella que afirmaba
que “nuestra capacidad para la representacion sensorial limita nuestra capacidad
para la conciencia intuitiva” (Chudnoff, 2014, p. 17). Una de las implicaciones de
esta premisa se evidencia en la teoria de conjuntos. Por ejemplo, nuestra
capacidad sensorial podria permitirnos visualizar el proceso que genera el
conjunto de Cantor [0,1/9], [2/9,1/3], [2/3,7/9], [8/9,1], etc., sin embargo, este
conjunto desafia la ilustracion: “la unidad de intervalo y el Conjunto de Cantor
son significativamente diferentes desde el punto de vista de la ilustracién, pero
ambos son conjuntos perfectamente buenos de nimeros reales desde el punto de
vista del analisis real estandar” (Chudnoff, 2014, p. 18).

Este es un ejemplo donde la conciencia intuitiva parece poco confiable con
respecto a lo que los objetos matematicos pueden representar. Ahora, suponga el

conjunto de Cantor, pero esta vez sin intentar dibujarlo. Aun cuando sabemos que
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este contiene puntos, la conclusiéon no se deriva de ninguna ilustracién, se deriva
de nuestro pensamiento sobre el conjunto de Cantor, no sobre su representacion
sensorial. Esta situacion lleva a una idea pre-kantiana, regresando a Platon, de la
intuicion. Es decir, “desarrollar una descripcion de la intuicion matematica de
acuerdo a la cual al menos algunas de las intuiciones matematicas son cognitivas
y no estan limitadas por nuestra capacidad de representacién sensorial”
(Chudnoft, 2014, p. 19).

Bajo este marco fenomenologico, se tiene que la intuicion matematica o
bien puede basarse en imagenes, o s6lo estar acompanada de imagenes o ser una
cuestion del pensamiento puro (sin imagenes). Aunque aparece una cuarta
opcidn, la cual indica que la intuicion matematica no depende causalmente de los
elementos en virtud de los cuales es verdadera. Revisemos este punto.

Como lo ha expresado Tieszen, la fenomenologia en cuanto a la intuicion
matematica no supone la existencia de una relacion causal entre el objeto y los
mecanismos sensoriales del sujeto, puesto que la causalidad no entra en juego
cuando se trata de investigar la estructura y la secuencia de los actos. Y esto
sucede porque no se requiere un analisis sobre lo que causa que “M” crea que “S”.
En otras palabras, la analogia entre la intuicion y la percepcion es posible siempre
y cuando se evite cualquier analisis sobre la condicion de las causas.

La investigacion central gira en torno a la relacion que existe entre la
intuicién matematica y la perceptiva “en cuanto a la estructura de los actos y los
procesos mentales en los que se dan los objetos” (Tieszen, 1989, p. 180), no sobre
los objetos, dado que los objetos de la matematica no estian relacionados de
manera causal, como si lo estan los objetos perceptivos. Lo importante en esta
analogia son “los procesos mentales que M puede emprender en matematicas y
que proporcionan evidencia de la creencia de M sobre S” (Tieszen, 1989, p. 180),
siendo S algiin enunciado matematico.

La fenomenologia de Husserl implica que los objetos se dan
inmediatamente a los sentidos y no son actos articulados, ni conectados, ni
fundados sobre otros. En este sentido, la conciencia sensorial es basica y la
experiencia intuitiva es una experiencia no basica que requiere de otras
experiencias mentales, tales como la imaginacion y los pensamientos.

En suma, las intuiciones no son causales y en realidad dependen de alguna

propiedad invariable que cumplan los objetos matematicos relacionados. Es
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decir, es la forma de la intuicion la que le permite al sujeto elaborar pensamientos
demostrativos sobre los objetos matematicos. Chudnoff (2014) toma como
ejemplo la afirmacién: “los circulos son simétricos sobre sus diAmetros” e intenta
mostrar la posibilidad de un pensamiento demostrativo sobre la circularidad.
Senala que, si la afirmaciéon es cierta para alguna intuicion particular, ésta
dependeria eventualmente de algunas experiencias que conllevaran a un
pensamiento demostrativo sobre la circularidad. Sin embargo, “las experiencias
no pueden permitir pensamientos demostrativos sobre la circularidad si no existe
circularidad” (p. 28).

Revisemos la relacion entre las creencias propias del matematico y la
intuicién matematica. No es habitual que nuestras creencias sean intrinsecas. Los
enunciados en los que creemos han sido aceptados, bien sea por las pruebas que
de ellos se han hecho, o porque estan respaldados por libros o por profesores. Es
decir, las cogniciones no han sido aceptadas intuitivamente. Ahora bien, en la
actualidad la certeza absoluta de “algo” no convierte a ese “algo” es una verdad
objetiva, aunque “el sentimiento de certeza sigue siendo un criterio para el
conocimiento intuitivo” (Fischbein, 2002, p. 46). Algunos estudios realizados
sobre la certeza y la intuicibn muestran que cuando el sujeto tiene unas
intuiciones soélidas, con independencia de que sean o no correctas, perduran
mucho mas que otras, aunque sean contradichas por una instruccién formal
sistematica.

Las formas de razonamiento del individuo son coaccionadas por las
intuiciones, es decir, “las intuiciones se imponen subjetivamente sobre el
individuo como representaciones o interpretaciones absolutas y tnicas”
(Fischbein, 2002, p. 47). La historia de la ciencia y de la matematica ha mostrado
que la naturaleza coercitiva de las intuiciones ha permitido algunas
interpretaciones equivocadas, a pesar de que hayan sido probadas l6gicamente.
Un ejemplo de ello es la idea de que el sol giraba alrededor de la tierra, mantenida
durante siglos, y que impidi6 comprender la concepcién copernicana de la
dindmica del sistema solar.

Es importante sefialar lo siguiente: “se debe hacer una distincion clara entre
la coaccion de un conocimiento intuitivo y la conviccion inspirada por una
prueba” (Fischbein, 2002, p. 49). Es facil renunciar a una convicciéon si se

encuentra que una prueba es incorrecta, pero si la conviccion es intuitiva no se
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puede erradicar de forma sencilla, ya que forma parte integral de nuestro
esquema mental. Lo imperativo de las intuiciones puede explicarse por el hecho
de que no son, en general, concepciones mentales aisladas, y expresan
limitaciones fundamentales que se organizan en estructuras integrales.

La intuicién no es simplemente la percepcion de un hecho dado. Cuando se
perciben imagenes, como por ejemplo la igualdad de dos angulos en lineas que se
intersecan, esto no es una intuicion, “lo que intuimos es la universalidad de la
propiedad” (Fischbein, 2002, p. 50). Es decir, en la intuicion se capta la
universalidad de un principio, una ley o una invariante, y esto gracias a una
realidad particular. La intuicion es todo un proceso que puede ser expresada a
través de un modelo, llamese paradigma, analogia, diagrama, etc.

Revisemos ahora la relacion entre creencias e intuicién. En este punto,
encontramos a Penelope Maddy, quien est4 interesada en las creencias intuitivas
y su relaciéon con los conceptos, es decir, el problema del lenguaje. En este sentido,
entiende que los conceptos se adquieren gracias a una interaccion compleja entre
el ser humano y el mundo. Por tanto, tener un concepto, es a la vez, tener
capacidad para la adquisicion de ciertas creencias: “lo que quiero senalar es que
la adquisicion de cada concepto viene acompanada por la adquisicion de algunas
creencias muy generales sobre cosas de [cierto] tipo” (Maddy, 1980, p. 185). Esta
autora propone la siguiente situacion: supéngase que construimos una figura con
tres lados, de tal modo que el ojo se mueve de una esquina a otra, determinando
tres angulos; esta forma, que es la de un triangulo, garantiza que uno creera que
un tridngulo siempre tiene tres lados lo que es obviamente una creencia general
sobre los triangulos.

Ahora bien, una persona, por ejemplo, un nifio, podria tener esta misma
creencia sobre los triangulos y, sin embargo, carecer de un lenguaje técnico para
expresarla. Lo que no es posible es tener tales creencias, pero no el concepto. Para
Maddy, este tipo de creencias son denominadas “creencias intuitivas”, y observa,
ademas, que no es necesario adquirir formas lingliisticas para adquirir los
conceptos y las creencias intuitivas.

Es habitual encontrar individuos sin ninguna formacién cientifica, pero con
herramientas lingiiisticas adecuadas para comprender conceptos como triangulo,
objeto fisico y conjunto, entendiendo tales conceptos como pre- lingiiisticos y no

en el sentido formal del tedrico, del gedbmetra o del fisico. Presentar estos
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conceptos de forma “amable”, junto con una ensefianza exitosa, conlleva la
comprension de los siguientes enunciados: “1) los objetos fisicos existen en el
espacio y en el tiempo. 2) en algiin momento dado, un objeto fisico esta en cierto
lugar y moviéndose a cierta velocidad y 1) dados dos objetos cualesquiera, existe
un conjunto cuyos elementos son justamente esos dos objetos. 2) algunas cosas
pueden ser recolectadas en un conjunto” (Maddy, 1980, p. 186). Maddy asegura
que los mencionados enunciados parecen forzarnos a aceptarlos como si fueran
verdaderos, y la razon es que estas aseveraciones han sido formadas por las
diversas creencias intuitivas prelingiiisticas. De ahi, que las intuiciones o
principios intuitivos se entiendan como los “intentos de formular creencias
intuitivas en términos lingiiisticos” (Maddy, 1980, p. 186). De esta descripcion
surgen dos situaciones.

En primer lugar, las intuiciones pueden ser falsas, bien sea por una
interpretacion incorrecta de las creencias intuitivas o porque la creencia intuitiva
sea falsa, a pesar de que la formulacién sea correcta. Para Maddy, “podriamos
estar muy equivocados en los conceptos que formamos, y en las creencias
intuitivas que van con ellos” (1980, p. 187), puesto que la estimulacién que
recibimos de los aspectos de las cosas puede llevarnos a incorporar caracteristicas
muy diferentes a las que las cosas en realidad tienen.

En segundo lugar, las intuiciones aumentan su exactitud cuando las creencias
intuitivas son ampliamente compartidas, lo que deslegitima las creencias
intuitivas de un sélo cientifico. Ahora bien, los cientificos usan los términos
“intuitivo” e “intuiciéon”, como ya lo explicaba Bunge, como fronesis. Es decir, el
cientifico usa la intuiciéon como una manera de “justificar” su elecciéon de una
teoria sobre otra y, mejor aun, si la teoria elegida es compartida por los cientificos
como la mas favorable. Por el contrario, Maddy no considera la intuiciéon como la
que “orienta” la eleccion de una teoria sobre otra. De hecho, afirma que si esto
llegase a darse es porque “la teoria favorecida es apoyada por la evidencia teorica,
no por la intuiciéon” (Maddy, 1980, p. 187).

Para Maddy, un adulto normal posee un conocimiento intuitivo y no-
lingiiistico de los conjuntos. Asi mismo los principios intuitivos, como los
axiomas mas simples y la concepcion iterativa, son justificados por la precision
con que son formulados y por sus méritos teoricos. Finalmente, cabe sefialar que

para la autora “las creencias intuitivas son a priori porque una vez que lo
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conceptos estan en su lugar, no se necesita experiencia adicional para apoyarlos,
y ninguna experiencia adicional contara en su contra (aunque la evidencia teérica
podria contar en contra de sus expresiones lingiiisticas)” (1980, p. 190).

Detengadmonos en este tema de las creencias intuitivas a priori. Para los
aprioristas la intuicién puede justificar las creencias matematicas. Kitcher, por el
contario argumentara que, si la experiencia mostrara que la intuicion condujo a
creencias erréneas, esto quebrantaria el postulado de los aprioristas. Revisemos
la propuesta de Mark McEvoy (2007), a proposito de las objeciones de Kitcher.

Para los aprioristas, la justificacion de las creencias matematicas es posible
gracias a que se derivan, usando las reglas correctas, de inferencias de otras
creencias méas basicas. Y tales creencias bésicas se justifican en un proceso de
intuicién matematica. Contraria a esta postura esta la de Kitcher para quien “las
creencias producidas por intuicién no pueden ser a priori, ya que la orden de
adhesion adjunta a tales creencias pueden ser socavadas por la experiencia”
(McEvoy, 2007, p. 288). Para el autor, es posible una concepcion a priori de la
intuicién que sobreviva a las objeciones de Kitcher. Mas que una defensa al hecho
de que el proceso de intuicion exista, es un intento por mostrar que la opcion de
apelar a la intuicion es un caso abierto.

Si se considera la intuicion como una capacidad de la facultad de razonar,
entonces se puede “argumentar que la razéon es simplemente la capacidad para
comprender relaciones estructurales y deducciones” (McEvoy, 2007, p. 228).
Esto no implica que deba descartarse la intuicion. Por ejemplo, tomemos el
enunciado “los triAngulos tienen tres lados”, la razon comprende las conexiones
necesarias que permiten llegar a conclusiones usando la deduccién. Sin embargo,
la intuicion también puede comprender las conexiones entre los conceptos. De
otro lado, se tiene que una garantia a priori puede ser falible. Por tanto, cualquier
proceso de intuicion, deberia ser falible. La principal discordancia con Kitcher es
que las creencias garantizadas a priori s6lo pueden ser quebrantadas por

consideraciones anteriores y no por la experiencia.

1.3La intuicion como esquema de invencion

La idea de modelo mental esta relacionada con el pensamiento abstracto,

el mundo tedrico de las matematicas y con la experiencia del mundo real. Los
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modelos implican transformacion y la intuicion juega un papel en su
estructuracién. Efraim Fischbein, nos presenta una idea méas sofisticada del
modelo mental que denomina esquema intelectual. Revisaremos sus ideas en

torno a la relacion entre esquema e intuicion anticipatoria.

Producir esquemas intelectuales es un proceso complejo y vacilante; y no
secuencial. Una vez construidos los esquemas, la intuicion constituye los estados
de transicion para que los esquemas puedan ser adaptados a las nuevas teorias o
conceptos. El momento de transiciéon debe conservar lo que esta almacenado en
los esquemas correspondientes. Para el autor, una respectiva intuicion esta
basada en una estructura esquematica, que debemos ser capaces de identificar.
Pero también, es necesario que conozcamos “los medios por los cuales la
organizacion secuencial del esquema se convierte en un aspecto aparentemente
global, autoevidente, que conduce y controla la reaccién adaptativa respectiva”
(Fischbein, 2013, p. 15).

En el esquema intelectual aparecen un tipo de intuiciones denominadas
‘anticipatorias’, las cuales intervienen cuando estamos intentando resolver un
problema. El esfuerzo por encontrar una solucion que no es directa; es un proceso
complejo que pasa por varias fases.

En una primera fase, se conducen todos los esfuerzos en probar diferentes
hipotesis, para ello se recurre “a esquemas y modelos previamente adquiridos
para resolver problemas, rechazando soluciones inadecuadas” (Fischbein, 2013,
p- 34). En esta fase, las estrategias utilizadas, en muchas ocasiones son utilizadas
de manera consciente. En una segunda fase, que no sucede inmediatamente
(algunas veces puede estar realizando otra actividad), ‘de repente, tiene la
sensacion de haber encontrado la solucion’. Sin embargo, esta solucién no
contiene todos los elementos formales, analiticos, ni las justificaciones deductivas
propias del trabajo matematico: “lo que tiene en mente, durante el primer
momento, es una representacion global de la direccion principal que conduce a la
solucion” (Fischbein, 2013, p. 34). Y en este punto, tenemos una intuicion
anticipatoria, que algunos llaman el “momento de iluminacion”. Una
caracteristica de esta intuicion es que representa un momento en el esfuerzo de
resolucion. Una fase final, implica la construccion explicita de los argumentos que

sustentan la solucion inicialmente “adivinada”.
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El concepto de esquema esta relacionado con los sistemas adaptativos, que
incluyen la cognicion y la conducta, de ahi que “una intuicion no puede ser
cambiada como un dispositivo mental aislado. Las intuiciones cambian junto con
todo el sistema adaptativo al que pertenecen” (Fischbein, 2013, p. 37).

Fischbein (2013, p. 36) recoge dos interpretaciones sobre el concepto de
esquema:

De acuerdo con una interpretacién habitual y muy extendida, el

término esquema indica un tipo de representacion condensada y

simplificada de una clase de objetos o eventos [...] Si tienes este

esquema [de la cara humana] en tu mente, reconoces un rostro
humano. La secuencia de los actos para resolver una cierta clase de
problemas constituye el esquema de la solucién.

Para la segunda interpretacion, retoma lo expresado por Piaget:

Como se sabe, segiin Piaget, el comportamiento adaptativo se logra a

través de dos aspectos constitutivos basicos: la asimilaciéon y la

adaptacion [...] Para identificar un determinado objeto, entender un
texto, resolver un problema, uno tiene que procesar la informacion

respectiva de acuerdo con esquemas de asimilacion adecuados, e

integrarla en nuestra organizacion mental. Por otro lado, los esquemas

respectivos tienen que adaptarse a las propiedades especificas y

particulares de los datos respectivos. Para entender un texto en inglés,

uno tiene que movilizar la terminologia, las reglas gramaticales de ese

idioma especifico, recuperar en nuestra memoria los significados de

los términos respectivos, etc. (Fischbein, 2013, p. 37)

En esta segunda interpretacion, la funcion del esquema es adaptar “lo
nuevo” a nuestros esfuerzos cognitivo-conductuales. Aqui, el esquema es la
condicién anterior, que le permite a una persona procesar e integrar una
informacion que ya posee, para luego responder adecuadamente a una clase de
estimulos. El “éxito” de los esquemas depende tanto del entrenamiento como de
la maduracion intelectual del individuo.

Como se ha mencionado, la intuicion no es una mera conjetura, sino que
depende de un esquema estructural. Ahora bien, supongamos el enunciado: “el
todo es mas grande que una de sus partes”, con un esquema intelectual respectivo

para entidades finitas y con la intuicion propia de edades tempranas no
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tendriamos problema en aceptar dicho enunciado. Sin embargo, si el esquema no
se adapta a las entidades infinitas, y la intuicién no esta bien desarrollada; no
podremos comprender el enunciado “el cardinal del intervalo (0,1) es el
mismo cardinal de R”. Es decir, si las intuiciones no estan relacionadas con
esquemas adecuados podrian conducirnos a errores.

Las intuiciones anticipatorias dependen de las actitudes intuitivas y
sblidas del individuo, es decir, estas intuiciones no son determinadas por los
datos del problema que se desea resolver. Por tanto, si estamos interesados en
conocer la estrategia de una persona para resolver un problema: “no es suficiente
saber cudal es su conocimiento formal en el campo respectivo y los datos del
problema dado. Uno tiene que tener alguna informacién confiable sobre las
“lineas de fuerza” de sus agregados intuitivos y afirmativos” (Fischbein, 2002, p.
64).

Fischbein (2002) afirma que un modelo es una herramienta necesaria para
dar forma a cogniciones intuitivas, mas atn, que es un sustituto que se requiere
para que una nocién intuitivamente inaceptable pueda ser méas accesible. Asi,
encontramos modelos abstractos e intuitivos.

Las féormulas o funciones en matemaéticas son ejemplos de modelos

abstractos que son adecuados para ciertas realidades concretas: la funcién
sy e 1 o .
cuadratica s = Eat2 es un modelo abstracto para el movimientos acelerado, “la

solucion obtenida en el sistema abstracto es valida para el fendomeno concreto
correspondiente y representa un elemento esencial” (Fischbein, 2002, p. 121). Por
tanto, un modelo abstracto es una herramienta pertinente para predecir
fendbmenos con respecto a un evento concreto.

Por otra parte, el modelo intuitivo, por su propia naturaleza, es de tipo
sensorial, es decir, puede ser representado y modificado como cualquier realdad
concreta. Por ejemplo, para resolver problemas de probabilidad se utilizan en

3

muchos casos los diagramas de arbol. Por tanto, “un modelo intuitivo no es
necesariamente un reflejo directo de una realidad determinada, muy a menudo
se basa en una interpretacion abstracta de esa realidad” (Fischbein, 2002, p. 121).
Entonces, puede afirmarse que la grafica de una funcion puede entenderse como
un modelo intuitivo. El punto es que muchos individuos, estan capturados por el

fantasma conceptual, que parece protegerlo de los efectos paralizantes
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producidos por la incertidumbre y la informacién incompleta; que “desprecian”
la intuicion.

Para Fischbein (2002, p. 191), “uno de los principales mecanismos para
moldear las intuiciones es el de producir modelos de compromiso para
representaciones intuitivamente conflictivas”. Por ejemplo, un movimiento
circular ‘perfecto’ representaba para Galileo un compromiso entre la necesidad
de admitir la infinidad de un movimiento si ninguna causa lo detiene, y la
necesidad intuitiva de evitar la representacién inaceptable de la infinidad de
espacio y tiempo. Otro ejemplo es el infinito dindmico, que representa el
compromiso entre los esquemas mentales finitos y el infinito real de los
matematicos. Entonces, los esquemas tienen como funciéon adaptarse de la mejor
manera a las demandas de nuestra actividad mental. Pero, “por lo general, son
‘representables’, tienen un significado de comportamiento y se corresponden con
los requisitos practicos de nuestra vida terrestre” (p. 191). Los compromisos a los
que se refiere Fischbein, no s6lo se dan entre intuiciones, sino entre restricciones
légicas o entre restricciones intuitivas y de comportamiento.

Dado que las operaciones mentales se organizan en sistemas que
funcionan segin algin tipo de esquema, encontramos que la estabilidad y
coherencia de los esquemas estan relacionadas con la estabilidad de las
intuiciones. Por ejemplo, esquemas como la clasificacion y el orden son la base
del concepto de nimero y a su vez, el nimero se organiza de acuerdo con los
esquemas mentales de las operaciones, “la resistencia de las intuiciones a la
alteracion expresa la tendencia de los respectivos sistemas de esquemas a
conservar su unidad, su jerarquia y su rol de comportamiento” (Fischbein, 2002,
p. 194). Lo que indica, que es gracias a la experiencia duradera, que los
mencionados esquemas se refuerzan y construyen en el tiempo.

En el proceso de razonamiento, aparecen estrategias para buscar
soluciones. Tales estrategias estan influenciadas por modelos que funcionan
tacitamente, los cuales se producen de forma automatica o deliberada y que en
ocasiones estan mas alla del control consciente directo. Estos modelos tacitos con
frecuencia determinan la construccién de estructuras cognitivas.

Fischbein (2002) considera al modelo intuitivo como un sustituto que
puede traducir un concepto en términos de un comportamiento sensorial. Para

él, cuando una nociéon no puede ser representada intuitivamente, se tiene la
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tendencia natural a producir un modelo que pueda reemplazar dicha nocién en el
proceso de razonamiento. Bajo esta perspectiva, este estudioso identifica
diferentes tipos de modelos intuitivos:
Analégicos: cuando la situacion original y el modelo pertenecen a sistemas de
referencia diferentes. Ejemplo: una corriente eléctrica y el flujo de un liquido.
Paradigmaticos: cuando el original pertenece a cierta categoria de situaciones, y
el modelo es construido gracias a un ejemplo de dicha categoria. Ejemplo: el agua
como modelo para identificar cualquier liquido.
Relacionales: Cuando a partir de un fendémeno intuitivo se puede comprender el
fenomeno original relacionado, que es mas complejo. Ejemplo: el
comportamiento de un resorte puede ayudar a comprender fen6menos donde
interviene la conservacion de energia.
Diagramaticos: son aquellas representaciones graficas que permiten traducir
relaciones abstractas del fenémeno original. Ejemplo: grafica de funciones,
diagramas Venn.
En general, los modelos deben tener las siguientes caracteristicas:

a) Correspondencia, lo més fiel posible, en consistencia y estructura con el

original.
b) Relacion con las caracteristicas del procesamiento de la informacion
humana.
¢) Ser autéonomo con respecto al original, lo que implica que debe ser

gobernado por sus propias leyes.

La idea de un buen modelo intuitivo implica que es autbnomo y que es, a la
vez, un medidor confiable entre la situacion original y la actividad intelectual de
quien esta utilizando el modelo. Es decir, el modelo debe ser coherente tanto con
la situacion original como con la cognicién humana.

Esta situacion impone a los modelos una serie de restricciones que no
pueden ser facilmente cumplidas simultineamente por el mismo
dispositivo mental. [...] En consecuencia, la mayoria de nuestros
modelos tacitos e intuitivos son mediadores imperfectos, lo que a
menudo lleva a interpretaciones incorrectas o incompletas.
(Fischbein, 2002, pp. 125-126)

Revisando la historia de la ciencia, y de la matematica en particular, se

encuentra que los grandes logros y avances han estado influenciados por “la

38



profunda tendencia de los individuos a producir dispositivos tacitamente
mentales que les permiten creer directamente en la validez objetiva de sus
concepciones, incluso antes de que se alcance una justificacion completa”
(Fischbein, 2002, p. 211). Estos dispositivos son los esquemas mentales
intuitivos, los cuales son necesarios para que el proceso de razonamiento sea
fluido y productivo.

El esquema y la intuicién implican una contradiccion dialéctica. Por un
lado, como estructura cognitiva; tienen la funcién de organizar la informaciéon
(aunque esté incompleta) en unidades coherentes, significativas e internamente
consistentes. Pensar productivamente requiere incentivos intuitivos. Por otro
lado, la matematica es un sistema formal, axioméatico y organizado, cada
proposicidon debe ser probada, lo que implica que el razonamiento matemaético
debe eliminar todos los argumentos extra-logicos. Entonces, “es muy
esclarecedor comparar los obsticulos, dificultades y distorsiones que han
aparecido en la historia de las matematicas con las que emergen durante la
infancia y en el proceso de instruccion. Basicamente, pueden ser identificados los
mismos tipos de conflictos” (Fischbein, 2002, p. 212). Esta aparente
contradiccion, se presenta por el conflicto entre la naturaleza puramente formal
de los conceptos matematicos y la tendencia intuitiva, necesaria, para la actividad
de razonamiento.

Aunque las matemaéticas son un sistema deductivo de conocimiento, no
puede desconocerse la invencion, en el que inducciones, analogias y conjeturas
juegan un papel fundamental, y cuyo resultado es cristalizado en las intuiciones
anticipatorias. El proceso de resolucion es automatico, por tanto, no es posible
controlar explicitamente cada paso en el esfuerzo de resolucion.

De lo anterior podemos deducir que existe una relacion entre esquema,
intuicion e invencién. Estas tres nociones: esquema, intuiciéon e invencion, las
encontramos desarrolladas en el pensamiento del fil6sofo Henri Bergson.

Para Bergson (2015), “la invencion consiste precisamente en convertir el
esquema en imagen” (p. 95). El filésofo francés concibe la invencion como la
materializacion creciente de lo inmaterial. Un matematico tiene un problema que
desea resolver, inicialmente la solucion no es ni clara ni precisa, luego de

organizar las ideas, llegara al resultado una vez que haya logrado desarrollar esa
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idea y expresarla de una manera tangible perceptible a los sentidos; en conceptos,
en teoremas, o enunciados matematicos.

Bergson reconoce que “el esquema es algo dificil de definir, pero que cada
uno de nosotros siente, y cuya naturaleza entenderemos si comparamos los
distintos tipos de recuerdos, especialmente los recuerdos técnicos o
profesionales” (Bergson, 2015, p. 89). El filosofo identifica este esquema como un
esquema dinamico, que puede entenderse como una actitud intelectual, que
espera y prepara la llegada de las imagenes, asi mismo organiza el movimiento de
las imagenes que van a insertarse en el esquema, tal como sucede en la
imaginacion creadora.

Por naturaleza se concibe que un esquema es algo determinado. Sin
embargo, para que la invencion pueda ser posible, el esquema debe ser dinamico,
es decir, moévil y elastico, de esta forma las imagenes pueden “entrar” en él, y
gracias a la intuicion estas ideas intangibles e incorpoéreas se organizan para dar
solucién a un solo y mismo problema:

... Kepler dedico parte de su vida tratando supuestos extranos hasta
que, habiendo descubierto la érbita eliptica de Marte, toda su obra
anterior tom6 forma en un sistema organizado, en otras palabras, en
lugar de un inico modelo, inmoévil y rigido, que da inmediatamente el
disefio distinto, puede haber un régimen elastico o movible, cuya
mente se niega a detener los contornos, porque espera su decision de
las mismas imagenes que el esquema debe atraer para darse un
cuerpo. Pero, ya sea que el esquema sea fijo o movil, es durante su
desarrollo en imagenes que surge el sentimiento de esfuerzo
intelectual (Bergson, 2015, p. 96).

El mayor esfuerzo intelectual se producira en el acto de invencioén, y alli la
intuicién es aquella que permite organizar las ideas al interior del esquema.

El fil6sofo argentino Mario Bunge también nos expone una relaciéon entre
intuicién y creacion. Un primer acercamiento a la imaginacion, lo tenemos con la
capacidad de representar “la intuicién geométrica”. En este punto nos referimos
a la habilidad que tiene un sujeto para visualizar o representar objetos ausentes,
o su habilidad para construir imagenes, réplicas visuales o modelos de entidades
abstractas, en cierto sentido podria ser considerada como algan tipo de

interpretaciéon, “la llamada intuicion geométrica, o intuicién espacial, es
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precisamente la habilidad para a) formar conceptos geométricos por abstraccion
de intuiciones sensibles y b) asociar conceptos aritméticos, algebraicos o
analiticos con figuras geométricas” (Bunge, 1996, p. 129).

La representacion geométrica se encuentra en el origen, en la ensefianza y
en el desarrollo de la matematica. Un diagrama puede mostrarnos una propiedad
y la validez de este argumento llegara gracias a la légica que verificara nuestro
proceder, se pregunta el autor en cuanto a los diagramas “épor qué hemos de
prescindir de ellos durante el periodo de construccion si son provechosos como
los diagramas de Euler-Venn en el calculo de clases?” (Bunge, 1996, p. 130). Sin
embargo, no debe abusarse de este elemento, puesto que en muchos casos las
intuiciones visuales no permiten llegar a razonamientos abstractos. En la
actualidad, se han cambiado estas intuiciones geométricas por auxiliares
intuitivos, tales como graficos de dispersion de Feynman, que, aunque no
representan literalmente al objeto, tienen un caracter simbélico que permiten
ayudar al fisico o al matematico en su trabajo cientifico.

Sin embargo, debemos tener en cuenta que la representacion imaginativa
no reemplaza el raciocinio puro, simplemente lo refuerza, desde un punto de vista
psicolégico, limitarse sb6lo a las representaciones visuales podria obstruir la
generalizacion y la aprehension de las cualidades y relaciones que no se pueden
visualizar, lo anterior no implica desechar la interpretacion y la representacion
del trabajo teorico.

En la intuicién como imaginacién, también encontramos la imaginacion
creadora, es decir, la que permite hablar de invencion y de inspiracion. Este tipo
de intuicion aparece cuando se engendran nuevas ideas, sin aparente esfuerzo ni
logica explicita. Esta capacidad de invencioén y construcciéon, permite que el
trabajo del matematico vaya maés alla de lo algoritmico: “la invencién de hipétesis
y técnicas, y el disefio de experimentos son casos patentes de operaciones
imaginativas o, si se prefiere, de actos intuitivos, opuestos a las operaciones
“mecénicas” (Bunge, 1996, p. 138). Bajo esta realidad encontramos que la l6gica
permite el desarrollo de las buenas ideas, pero por si sola no suministra puntos
de vista nuevos. Sin embargo, esta situacion no implica que las ideas novedosas
surjan de la nada, es necesario que el individuo tenga cierto tipo de conocimiento

previo que, gracias a la observacion, la comparacion y la deduccion le permitan
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determinar los nuevos conocimientos, la lé6gica formal permite convalidar y
decidir qué tan buena es una idea nueva.

La creacion es un proceso, en el que surgen ideas muy simples, que
posiblemente no satisfacen el correspondiente sistema axiomatico, y entonces es
necesario iniciar un camino de adaptacion, de regresion, de ensayo y error, bajo
la mirada de la construccion teodrica; este proceso es metddico, y es aqui donde
aparecen “chispazos” en el trabajo cientifico “pero s6lo como sucesos en el seno
del proceso creador racional y no como desencadenantes incondicionados”
(Bunge, 1996, p. 141).

Las ideas anteriores no deben llevarnos a confusiones, para Bunge, en la
invencion, la intuicion no es superior a la l6gica, si entendemos por intuicion, en
este contexto, “vison”, “relampago intuitivo”, “revelaciéon natural” o “inspiracién”,
debemos comprender, entonces, que éstas son el resultado de un proceso que
requiri6 de mucho esfuerzo, de ensayar diversas hipotesis, de deducir
consecuencias de éstas y finalmente de compararlas con los datos empiricos, “la
imaginacion cientifica es controlada; es constantemente puesta a prueba por el
esfuerzo de hacerla compatible con el conjunto del conocimiento cientifico”
(Bunge, 1996, p. 145), y este proceso de control lo ejerce la logica, por ella no
pasamos una “primera intuicién” sino el producto de una elaboracion racional.

Bunge sefiala, que la investigacion cientifica requiere mas que solo razéon y
experiencia, y afirma que algunos llaman a ese algo “el sentimiento” o “la
corazonada”, podemos describir ese algo, como una idea esclarecedora que llega
a la conciencia stbitamente y permite solucionar un problema de interés para
quien tiene esa “corazonada”, como lo habiamos mencionado, ella surge de un
amplio conocimiento de los datos, pero va més alla de cualquier conclusion a la
que una persona hubiese llagado conociendo tnicamente los datos de que
dispone.

Los cientificos comprenden que la imaginacion creadora es mas exigente
porque debe trascender la experiencia y el sentido comun, no obstante, la
invencién requiere de una idea y de su ejecucion. La invencién es un proceso, no
es sOlo tener esa gran idea, que inicialmente puede ser imaginativa, se requiere
que corresponda con la realidad alcanzable, mas atin es una lucha entre el
pensamiento y el mundo material, “la chispa inicial de la intuicién puede desatar

una reaccion en cadena en el seno del conocimiento preexistente, pero el
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resultado final es cominmente muy diferente de la chispa inicial” (Bunge, 1996,
p. 166).

1.4La intuicion y la formalizacion

El ser humano tiene una compleja estructura formada por la cognicion y
el comportamiento, en la que se ha creado una brecha gracias al lenguaje y al
razonamiento. Por un lado, el razonamiento nos permite conocer mas de lo que
sabriamos por las formas directas perceptivas, pero esto implica la
incertidumbre, propia de las formas indirectas de conocimiento (los conceptos).
Para superar dicha incertidumbre, se inventaron las formas simbdlicas. Ahora
bien, el problema que surge tiene que ver con las estructuras logicas que
representan sistemas cerrados que son controlados por sus productos internos
mentales, “lo que la logica ofrece por si misma no es una certeza absoluta
practicamente valiosa, sino una forma convencional de aceptacion” (Fischbein,
2002, p. 7). La creencia instintiva en la existencia de certidumbres altimas surge
de la necesidad de una certeza practica no convencional.

En el esfuerzo cientifico por buscar el rigor en la estructura deductiva de
la ciencia, han aparecido los efectos, tanto positivos como negativos, de la
intuicién. Estos han servido, en matematicas, para comprender, resolver,
inventar y aprender. Por la naturaleza de la matematica y su estructura
axiomatica, los matematicos han tenido sumo cuidado de aceptar evidencia
intuitiva cuando intentan definir conceptos o construir estructuras deductivas.

Ahora bien, la capacidad de interpretacion no es una actividad mecéanica o
automatica, como afirman los semanticos, los simbolos que aparecen en las
ecuaciones no agotan el significado. El significado de un sistema puede ser
descrito por las reglas y los postulados, pero esto no sera el contenido total del
sistema, se requiere algo mas, “la relacion entre ciertas construcciones (simbolos,
conceptos, proposiciones) y las correspondientes experiencias sensoriales no es
légica sino “intuitiva”, como lo sefial6 Einstein” (Bunge, 1996, p. 127). Cabe
aclarar, que estas relaciones no pertenecen a las teorias cientificas, sélo se valoran
en la convalidacion y aplicacion de dichas teorias. La intuicion esta restringida a

los signos artificiales y no al significado, puesto que se requiere del uso de

43



herramientas cientificas que permitan validar lo que la intuicién nos brinda de
primera mano.

Muchos anhelan una independencia absoluta de la matematica, como un
mundo cerrado con sus enunciados formales, pero se ha demostrado que esto es
imposible. Aparecen dos tipos de imposibilidades; una formal y otra psicolégica.
La primera es ampliamente conocida como consecuencia del teorema de
incompletitud de Godel: “formalmente, logicamente, un sistema matematico
nunca puede ser absolutamente cerrado; es decir, nunca puede poseer en si
mismo todos los requisitos formales necesarios para decidir sobre la validez de

todos sus teoremas” (Fischbein, 2002, p. 16).

La imposibilidad psicolégica tiene que ver con el hecho de la evidencia que
muestra, que no es posible un razonamiento productivo, en matematicas,
recurriendo Unicamente a los medios formales. Muchos matematicos en sus
autobiografias o apuntes aseguran que, aunque se cuenten con todos los axiomas,
teoremas o definiciones, el sistema por si mismo no puede producir resultados,
en cuanto a la resoluciéon de problemas o elaboracion de pruebas, etc., “esto es lo
que resulta de los estudios cognitivos y de los desarrollos experimentales”

(Fischbein, 2002, p. 16).

A pesar del esfuerzo del pensamiento matematico por buscar la formalizacion
de su saber, a través de una adaptacidon conductual, parece que el sistema se
mantiene estéril al perder su contacto con las fuentes originales, auténticas y
précticas. El asunto es que las caracteristicas intrinsecas de los fen6menos reales,
tales como la credibilidad, la estructura y la riqueza, no son igual de convincentes
y productivas que estas mismas cualidades en los objetos formales. Hilbert, uno
de los creadores de la axiomatica, reconoce tal situaciéon, enunciado algunos
ejemplos: “équién no siempre usa, junto con la doble desigualdad a>b>c, la
imagen de tres puntos seguidos en una linea recta como la imagen geométrica de

la idea “entre”?” (Fischbein, 2002, p. 17).

Para Fischbein, existe una tendencia a producir interpretaciones, mas alla de
lo conceptual, para edificar estructuras que les asignen credibilidad, consistencia
y necesidad intrinseca a los conceptos para un comportamiento normal y

productivo. El esfuerzo por rechazar estas interpretaciones pseudo-evidentes es
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infructuoso. Por el contrario, a diferencia del comportamiento practico, el
comportamiento simbélico, tiene medios de razonamiento que estan mas alla del
control directo. Es posible controlar las fuentes del conocimiento, el significado o
el razonamiento mismo, pero no la actividad heuristica en si misma. “En este
nivel de estructura profunda, la mente produce una gran variedad de medios a
través de los cuales lo plausible aparece como cierto, lo no visible como visible, lo
infinito como comprensible, las relaciones abstractas como interpretables

conductualmente” (2002, p. 20).

Un comportamiento mental es posible cuando se basa en datos
intrinsecamente aceptables. Esta actitud mental es automaética, puesto que
nuestro comportamiento se basa en la creencia espontanea en la existencia
absoluta de la realidad externa (Fischbein, 2002, p. 21). Estas mismas
restricciones se extienden al comportamiento mental de la actividad matematica.
Si se quiere que el razonamiento sea una actividad productiva, entonces los
objetos mentales deben tener una consistencia intrinseca similar a la de los
objetos reales. Por tanto, “una intuicion es, entonces, una idea que posee las dos
propiedades fundamentales de una realidad concreta, objetivamente dada; la
inmediatez, es decir, la evidencia intrinseca, y la certeza (no una certeza
convencional formal, sino una certeza inmanente practicamente significativa)”
(p. 21). Las representaciones intuitivas permaneceran, dado que forman parte de
la actividad intelectualmente productiva. “La credibilidad basada formalmente (a
través de una prueba formal) puede ser suficiente para producir una conviccion
convencional, pero no es suficiente para garantizar el progreso genuino de un

esfuerzo de razonamiento” (p. 22).

Para Fischbein, aunque el pensamiento formal tiene mecanismos propios
para conectar y estructurar informacion o para elaborar conclusiones creibles, “la
idea principal es que el mismo tipo de actitudes y esfuerzos mentales que
caracterizan un intento empirico de solucion también intervienen a nivel formal”
(2002, p. 23). Tales mecanismos no son mas que una lista de verificacion que por
si misma no programa la selecciobn de axiomas que lleven a enunciados
significativos, para realizar de manera practica las verificaciones
correspondientes a la consistencia, la independencia y la completitud. Como

cualquier otro comportamiento mental o productivo, la actividad matematica,
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incluso ante las estructuras axiomaticas, “recurre a las formas intuitivas de
aceptacion y extrapolacidon que pueden asegurar su firmeza de comportamiento

requerida, su productividad, su consistencia dindmica y flexible” (p. 23).

Hemos estudiado como la matemaéatica demanda tanto de la formalizacion
como de la intuicién. Asi mismo, los sistemas estructurados requieren de la
capacidad de sintesis que tiene un individuo, aquel que puede combinar
elementos dispersos en un sistema conceptual, es decir, que sabe organizar las
ideas en un nuacleo comun. Esta situaciéon implica “una visiéon global”, que es la
que permitird la argumentaciéon coherente de las ideas. Ahora bien, esta idea
unificada no se da en un primer momento, debe trabajarse sobre las ideas
simples. Solamente los grandes matematicos son capaces de desarrollar una gran
idea o una vision unificada.

En algunos casos pareciera que las nuevas ideas van en contra del sentido
comun, algunas grandes teorias han sido el producto de ideas que inicialmente
parecian inconcebibles, irrazonables o contra-intuitivas, pero que hoy son
aceptadas, sin ningan inconveniente por el sentido comin. Esta situacion
muestra que el sentido comin puede educarse. La critica a una nueva teoria y la
bisqueda de mejores que las anteriores requiere abandonar toda manera de
pensar vinculada a lugares comunes, es decir, que el sentido comtn es dinamico
y avanza de acuerdo a los progresos cientificos y tecnologicos, entonces se puede
afirmar que: “ningtn concepto es absoluta o inherentemente intuitivo o contra-
intuitivo: el grado de intuitividad de un concepto es relativo a determinado
bagaje cognoscitivo” (Bunge, 1996, p. 152). Por tanto, es necesario dejar a la
intuicién cumplir su funcién heuristica y apartarla cuando pueda obstaculizar las
formaciones conceptuales.

Cuando una persona elabora una conjetura, ésta es producto de su interés por
un problema particular. Por tanto, aunque se tengan los axiomas, las
herramientas adecuadas o las leyes de la légica, estos insumos no bastan para
llegar a conjeturar alguna teoria. Por ejemplo, si quiere demostrar que “p,
entonces g”, se necesita conocer el contenido de p, y llegar a p no es un asunto
Unicamente de logica. Mas aun, no se trata de un proceso lineal, sino que es de
ensayo y error y esto requiere paciencia y acumulaciéon de relaciones fértiles,

“constituye un proceso “intuitivo” en la medida en que, aun siendo racional, no
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es completamente consciente, o, si se prefiere, no entra por entero en el foco de
la conciencia. Por otra parte, tampoco se ajusta totalmente a las pautas logicas;
en el mejor de los casos no las viola” (Bunge, 1996, p. 171).

Se sabe que los cientificos creadores pueden tener “revelaciones” o
“iluminaciones”, pero esto no sucede sin que antes se haya formulado, pensado o
estudiado un problema. Las corazonadas o captaciones globales aparecen luego
de un analisis paciente y cuidadoso de un problema. Es decir, que la fronesis
aparece luego de mucha experiencia, “la mayor parte de las veces es necesario
trabajar duramente para plantear el problema de una manera conveniente, esto
es, de modo que pueda intentarse su solucion con los medios disponibles”
(Bunge, 1996, p. 199).

Finalmente, revisemos ahora la relacion entre los conceptos intuitivos y la
comunidad cientifica. La historia nos ha mostrado que situaciones aceptadas
intuitivamente por un individuo han sido también aceptadas como verdaderas
por la comunidad cientifica. Sin embargo, esta coincidencia no se presenta en
todos los casos. Por ejemplo, se acepta intuitivamente que todo ntimero tiene un
sucesor, pero es dificil aceptar la equivalencia entre el conjunto de los naturales
y los nimeros pares positivos. También encontramos en la historia que
afirmaciones aceptadas como verdaderas por la comunidad cientifica, en cierta
época, han sido contradichas en periodos posteriores, es decir, que “los llamados
“hechos” y “las razones logicas” estan sujetos a interpretaciones que son
histéricamente alterables” (Fischbein, 2002, p. 24). Las mencionadas
situaciones, permiten distinguir entre los problemas filosoficos relativos a la
“verdad” y los problemas psicologicos en cuanto a la relaciéon del individuo y la
aceptacion intuitiva de un enunciado, y el valor de verdad que ese enunciado tiene
para la comunidad cientifica.

En su relacion con los sistemas conceptuales el individuo esta sometido a
tres factores, que a su vez podrian ser contradictorios. Estos son: “la concepcion
individual de un fen6meno, la concepcién “clasica” de la comunidad cientifica con
respecto al mismo fen6meno y una concepciéon que puede aparecer, en la misma
época, como el fenémeno “nuevo”, “controversial” y revolucionario” (Fischbein,
2002, p. 25).

En suma, los frutos de la intuicion deben ser perfeccionados por la razon.

Una vez que la imagen difusa inicial llega al pensamiento, se incorpora a un
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cuerpo de proposiciones logicas ya existentes y se enlazan para nuevas
construcciones conceptuales. Los ejemplos citados han mostrado que la intuicién
es anterior a la sistematizacion y que ésta no se elimina al entrar a la etapa de
formalizacion, simplemente la intuicién puede entrelazarse con las ideas
formales y con ayuda de la l16gica crear nuevas teorias. Las intuiciones por si solas,
son estériles, solamente cuando las teorias se ajustan a la l6gica podran vincular
y refinar conceptos intuitivos para obtener conceptos exactos. (Pena-Paez,
2020a)

La intuicion es una herramienta heuristica, que sirve de apoyo al
raciocinio. La intuicién no se da de forma manifiesta en los comienzos de la
ciencia, ni en la presentacion final de las teorias, tampoco deja a la 16gica todo el
proceso constructivo, la intuicién es “un aspecto de un proceso complejo en el
cual la deduccion y la critica son por lo menos tan importantes como la
inspiracion” (Bunge, 1996, p. 185), por tanto, las formas de la intuicion deben ser
controladas para que puedan ser utiles. En matematicas, la evidencia muestra
que no es posible un razonamiento productivo, recurriendo inicamente a medios

formales.{Formatting Citation}
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2, ¢Como usan los matematicos la intuicion? Dos
posturas influyentes

Para muchos fil6sofos, las tres escuelas fundacionales no alcanzaron los
objetivos que perseguian. El logicismo se vio desbordado por la crisis de las
paradojas logicas, los intentos de solucion de la crisis que introdujeron ciertas
dificultades en relacion con lo que podria considerarse un axioma puramente
logico, y, finalmente, por las implicaciones de los teoremas de incompletitud de
Godel. Estos resultados godelianos también torpedearon los objetivos iniciales
del programa formalista de Hilbert. Y el intuicionismo no logré mostrar las
nuevas matematicas lacidas y purificadas que tanto habia prometido.

Uno de los factores que han influido en este fracaso fundacional tiene que ver
con las opciones metodologicas que se han basado en el empirismo, el
formalismo, el intuicionismo y el platonismo. Todo ello se debe a una concepcion
equivocada, pues se tiende a eliminar la distinciéon entre la epistemologia y la
metodologia de las matematicas que, aunque estan relacionadas, son diferentes:
“la epistemologia de las matematicas trata de cobmo es posible el conocimiento
matematico, mientras que la metodologia de las matematicas se centra en qué
métodos se utilizan en las matematicas” (Crowe, 1988, p. 274). El interés de
estudiar estos temas radica en que puede identificarse una influencia de la
epistemologia en las afirmaciones metodologicas. Por lo demés, hay una
diferencia importante entre preguntarse por los métodos que han usado los
matematicos en la realidad y los que deberian usar.

Luego de la evidente problemaética de los fundamentos de la matematica,
de mano de los logicistas, de los formalistas y de los intuicionistas, a finales de los
afos sesenta y principios de los setenta del siglo pasado comenzaron a aparecer
criticas a la ortodoxia platonista, y estas criticas han sido importantes en la
configuracion de la filosofia (post-fundacional) de las matematicas. La filosofia
de las matematicas ha sido abordada por la epistemologia psicologista, en la que
no abundan “defensas detalladas de sus afirmaciones sobre enunciados basicos a
priori y reglas de inferencia” (Kitcher, 1984, p. 38). A ello se ha anadido el
abandono de interrogantes sobre el modo en que las pruebas implican
conocimiento. Las investigaciones recientes se han interesado por el tema de la
intuicion en la practica matematica y para ello han recurrido a ejemplos de los

matematicos mas geniales y exitosos de la historia, entre los cuales encontramos
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a Henri Poincaré y a Kurt Godel. A continuaciéon, mostraremos sus posturas

frente a la intuicion.

2.1La intuiciéon en Henri Poincaré

Poincaré ha sido muy influyente en los intuicionistas contemporaneos,
quiénes afirman que “(1) Las matematicas tienen no so6lo un significado formal
sino también un contenido y (2) Los objetos matematicos son captados
directamente por la mente pensante” (Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 163).
La segunda tesis se puede interpretar de dos maneras: o los objetos matematicos
existen independiente de nuestra mente; o existen independientes de nosotros,
pero se conocen a través de un proceso constructivo. Para el matematico francés
no es posible afirmar que las entidades matematicas existen independientemente
de nuestra mente, “desde Kant, la intuicion matematica se ha relacionado con la
construccion. Pero el constructivismo no puede identificarse con el intuicionismo
(antirrealismo) ni con el realismo” (Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 164).

Para Poincaré, las matematicas tienen significado y van mas alla de
cualquier formalizacion. Por tanto, aunque entiende que el lenguaje matematico
es necesario para la creacion, por si s6lo no puede crear nuevas matematicas. Asi,
el razonamiento matematico deja de ser una relacion légica entre proposiciones
para convertirse en una relacion epistémica entre juicios. Poicaré sblo usa la
intuicion en la aritmética en donde la secuencia de los nimeros no es
completamente independiente de la experiencia del mundo exterior.

Gracias al poder de la intuicion en la mente, al individuo se le presentan
esquemas de accion superiores, los cuales son resultado de la creaciéon. Esto no
implica que la experiencia sea fuente de todo conocimiento, su funcion es hacer
consciente al individuo de ciertas estructuras en la mente, a las que la conciencia
debe adaptarse. Revisaremos las ideas principales sobre la experiencia, desde el
punto de vista de Poincaré.

En primera instancia, la experiencia tiene que ver con los cuerpos
empiricos no con el espacio, por lo que la geometria, que se ocupa de los cuerpos
ideales, no puede ser probada ni desaprobada por la experiencia. Asimismo, las
proposiciones de la geometria no son verdaderas ni falsas, dado que son

convenciones. En segundo lugar, la eleccion de las convenciones o de las
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diferentes geometrias viene dada por la experiencia y, en tercer lugar, la
geometria no debe temer a la experiencia, dado que es la mas convencional de las
disciplinas.

Poincaré reconoce que es imposible argumentar que la geometria
euclideana sea empirica, lo que le permite afirmar que existe una intuiciéon del
tiempo, que es “una forma a priori de la percepcion del mundo de la experiencia”
(Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 170). En realidad, gracias a la experiencia
podemos considerar similares todos los tipos de espacios, incluso brinda la
posibilidad de relacionar el espacio visual con los espacios tactiles. Por tanto,
Poincaré puede explicar “por qué la tridimensionalidad del espacio geométrico es
tan inmediata” (Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 175). Es decir, no es la
experiencia la que muestra que el espacio tenga tres dimensiones, sino que lo que
muestra es la conveniencia de atribuirle tres dimensiones al espacio.

La génesis de la geometria es un buen ejemplo de la manera en que la
experiencia permite a las capacidades innatas manifestarse: “cuando no tenemos
una opcion, el rol de la experiencia llega a su fin y el resultado es un principio de
razonamiento. Cuando tenemos una opcion, la experiencia nos ayuda a elegir y el
resultado es una convencion”. Sin embargo, las convenciones no son intuiciones:
“son el resultado de la activacion por la experiencia de las capacidades innatas de
nuestras mentes” (Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 175). Por tanto, la
experiencia le brinda a la mente la oportunidad de usar sus capacidades.

En el pensamiento de Poincaré, la experiencia es una oportunidad para
usar la intuicion directa, la cual puede entenderse como “mi devenir consciente
de algo que se ha presentado ante mi” (Godlove, 2009, p. 783). Para Poincaré, la
intuicién matematica estd fundamentada en la prioridad que la cognicién da a la
forma general sobre la forma singular. Como Kant, la ubica “en una forma de
cognicion caracterizada por la intuicion de pluralidades homogéneas tnicas, de
unidades de partes homogéneas, generadas a partir de reglas o esquemas, cada
uno de los cuales abarca actos de construccién ilimitados de un determinado tipo”
(Godlove, 2009, p. 783).

El mundo de las matematicas es un mundo ideal, en el que “pueden pasar
las cosas, mientras podemos imaginarlas claramente” (Hersh, 2011, p. 37). En
este mundo, por ejemplo, un numero puede ser realmente positivo o

arbitrariamente pequeio, pero en la realidad esto no es posible. Esto no implica
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que la matematica sea una ficcién o un cuento de hadas. Es algo con sentido: “algo
en lo que todos podemos estar de acuerdo y con lo que podemos trabajar, porque
todos lo entendemos de la misma manera” (Hersh, 2011, p. 37).

En la vida practica sabemos cosas, aunque a veces no sabemos cémo las
sabemos: écomo sabremos que no dejaron una trampa de osos al lado de mi cama
cuando me levante? No lo sé, pero sé que eso no pasara. De la misma manera
sabemos que lo que parece un limite en realidad lo es, aunque no podamos
probarlo o explicarlo. Aunque es posible que pasen cosas ridiculas (como la
trampa de 0sos), lo que implica reconocer que en matematicas que algo no sea
cierto, no quiere decir que no podria serlo. Por tanto, el conocimiento practico en
matematicas, es un tipo de conocimiento real, “aunque no sea demostrativo o
conocimiento deductivo” (Hersh, 2011, p. 38).

Muchas veces en matematicas, gracias a los aspectos practicos, podria
parecer que estamos obligados a aceptar la respuesta numérica como resultado
de un calculo determinado, “aunque, segtin los estandares de 16gica rigurosa, ain
resulta admisible la posibilidad de que podamos estar equivocados” (Hersh, 2011,
p- 38). En algunas situaciones matematicas, asi como en las cotidianas,
predomina el pensamiento plausible sobre el demostrativo.

Este tipo de razonamiento plausible también se llama intuitivo. En primer
lugar, este razonamiento intuitivo es el que habitualmente encontramos en la
ciencia empirica, en la tecnologia y, en general, en “cualquier tipo de problema
practico o realista de la vida humana”. En segundo lugar, no es ni demostrativo,
ni deductivo, ni concluyente, es decir, “estamos frente al conocimiento
matematico que no es de un tipo diferente al del conocimiento humano ordinario”
(Hersh, 2011, p. 39). La vida cotidiana no se basa en demostraciones, ni
deducciones rigurosas, sino en la experiencia interpretada correctamente; y el
conocimiento matematico, al igual que el conocimiento de la vida cotidiana, no
es infalible, sino plausible e intuitivo.

El pensamiento de Poincaré estd enmarcado en la filosofia de los
fundamentos de la matematica. A diferencia de Frege, para quien todo lo que
pensamos sobre una cuestion matematica esta relacionado con los principios
logicos y los presupuestos racionales con los que se cuente, Poincaré considera
que las definiciones legitimas deben rastrear lo oscuro hasta lo claro, donde las

nociones de claridad y oscuridad se entienden psicol6gicamente.
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Las ideas de Poincaré influyeron en muchos filésofos de la ciencia, él
concebia las matematicas como el producto del pensamiento de los seres
humanos y de las relaciones entre los objetos matematicos. Para él la claridad de
los enunciados es juzgada por los estandares que los propios individuos
inventaron para tal fin. Para Goldfarb (1988), las ideas de Poincaré permiten
evidenciar no solo los puntos débiles del logicismo sino comprender el enfoque
naturalista contemporaneo.

Para el matematico francés, la intuicion es una experiencia psicolégica que
es falible y que debe ser tenida en cuenta en cualquier filosofia realista de las
matematicas. Las intuiciones son “suposiciones o ideas obtenidas por un
razonamiento plausible, ya sea totalmente consciente o en parte subconsciente”
(Hersh, 2011, p. 44). La intuiciéon esta alejada de ese mito antiguo, en el que
supera la l6gica y se conecta directamente con lo trascendental.

Poincaré “separa explicitamente la intuicién matematica de la imaginacion
y lo sensible” (Goldfarb, 1988, p. 63). Por tanto, cuando se afirma que una verdad
matematica se nos da por intuicion, significa que reconocemos su verdad y no
necesitamos defenderla o probarla. Podemos interpretar que, para Poincaré, la
intuicion es un término psicologico, que él asume como ‘conviccion inmediata’.

Poincaré compara la logica con un juego de ajedrez. Es decir, uno no
entiende el juego solo por saber las reglas. Para €l la intuicién es necesaria “para
obtener una comprension de las pruebas en el analisis”. Méas aan, es la intuicién
quien guia la eleccion “de las convenciones a adoptar y de las rutas a tomar hacia
una prueba” (Goldfarb, 1988, p. 64). Actiia como la sagacidad matematica, “es
decir, percibir el motivo interior que hace de esta serie de sucesivos movimientos
una especie de todo organizado” (Poincaré, 1964, p. 7). La principal preocupacion
de Poincaré es con la psicologia del pensamiento matemaético, de acuerdo con la
cual la intuicién es una facultad que permite a las personas hacer matemaéticas.
Mas adelante, admite que existe una diferencia entre invencion (donde se “ubica”
la intuicion) y contexto de justificacion (donde estan los 16gicos).

Para Brouwer, Poincaré pertenece a esa larga tradiciéon francesa del
intuicionismo, en la que existe una separacion entre la mente y la materia y la
aceptacion de la intuicion como complementaria a la inteligencia. Gilbert Ryle
describe la separacion de la mente y la materia “como la ‘doctrina del fantasma

en la maquina’ y el ‘mito de Descartes’ en el universo cartesiano” (citado en van
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Stigt, 1990, p. 129). Para Poincaré, la intuicion es necesaria para las etapas del
proceso creativo, para la eleccion de axiomas y para tejer la secuencia del
argumento 16gico. El matematico francés rechazaba la tesis segun la cual los
simbolos y la légica son suficientes para fundamentar las matemaéticas. Aunque
acepta que el lenguaje y los simbolos son una parte esencial, él distingue la
invencién (proceso mental de biisqueda, inspiracién y construccion) de la prueba
logica; convirtiendo a la intuicion en instrumento de invencion.

Para Poincaré, la intuiciéon no proporciona certeza, ni rigor. Por ejemplo,
parece una verdad intuitiva que “toda funcién continua tenga derivada”, hoy
sabemos que algunas funciones continuas no la tienen. ¢Por qué nos engana la
intuicién en este caso? Porque es casi imposible imaginarnos una curva sin ancho
y bajo esta imagen siempre podemos encontrarle una recta tangente. Se requiere
de un analisis riguroso para entender por qué la funciéon valor absoluto no es
derivable en cero. Para que el rigor aparezca en el razonamiento se requieren las
definiciones, puesto que la mayor parte de los objetos con los que trabajan los
matematicos se consideran bien definidos.

Algunos matematicos y fildésofos de la ciencia aiin piensan que se puede
alcanzar el rigor absoluto, lo que contrasta con la idea de Poincaré (1964), para
quien “la pura logica nunca nos podria conducir a otra cosa que a tautologias; no
podria crearse nada nuevo; de ella sola no podria surgir nunca un tema cientifico”
(p- 4). Por tanto, para construir cualquier parte de la matematica se requiere algo
mas que la logica.

Para el matematico francés, tenemos varios tipos de intuicién. Uno de ellos
implica apelar a la imaginacion y a los sentidos, otro tipo es la generalizaciéon por
induccibén, que se puede entender como un reflejo de las ciencias experimentales,
y, finalmente, el tipo de intuicién del namero puro, el cual permite crear un
razonamiento matematico real. Aunque algunos de estos tipos de intuicién no
brinden certeza, no podria dudarse de aquel tipo que implica la aritmética: “ahora
en el analisis cotidiano, cuando nos preocupamos de tomarnos la molestia de ser
rigurosos, no puede haber nada mas que silogismos o apelaciones a esta intuicion

del nimero puro, la tinica intuiciéon que no nos puede engafiar” (Poincaré, 1964,

p. 5).
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Poincaré critica a aquellos logicos que pretenden eliminar la intuicion,
porque encuentra que los ideales de la l6gica pueden apartarse de la realidad.
Encarcelados en su torre de marfil renuncian a todo contacto con el mundo fisico.
Revisemos la siguiente situacion:

Un matematico quiere mostrar una propiedad que le pertenece a un objeto,
el cual a primera vista parece indefinible y, por tanto, intuitivo. Luego de varias
aproximaciones al concepto, logra encontrar la propiedad precisa que permite
establecer de manera irreprochable la propiedad buscada. Ahora bien, los
filésofos se preguntaran si la definicion encontrada corresponde con el objeto
intuido originalmente “o bien que algin objeto real y concreto cuya conformidad
con su idea intuitiva que cree usted reconocer de inmediato corresponde a su
nueva definicion” (Poincaré, 1964, p. 5). Entonces la dificultad no se ha
desplazado, se ha dividido. La propiedad buscada estaba compuesta por dos
verdades diferentes que en principio no eran faciles de distinguir: “la primera era
una verdad matematica, y ahora queda rigurosamente establecida. La segunda
era una verdad experimental. S6lo la experiencia puede ensefiarnos que un objeto
real y concreto corresponde o no corresponde a una definicién abstracta”
(Poincaré, 1964, p. 6). Y, sin embargo, esta segunda propiedad no puede ser
matematicamente demostrada.

En matematicas, aunque nos cercioremos de que cada enunciado de la
logica es correcto, no estamos seguros de comprender el verdadero significado de
la manifestaciéon, aunque por un esfuerzo de memoria seamos capaces de repetir
una prueba sin olvidar ninguno de los pasos, no poseeremos toda la realidad, “no
poseeremos algo importante, que hace que la unidad de la demostracién nos
eluda por completo” (Poincaré, 1964, p. 6), pero asume que la realidad mas
interesante es la idea global y no sélo la de los elementos aislados.

El analisis pone a nuestra disposiciéon gran cantidad de procedimientos,
cuya infalibilidad esta garantizada y, aunque cada uno de ellos satisfaga lo que
estamos buscando, écomo identificar cual de ellos nos llevara a la meta?:
“Necesitamos una facultad que nos haga ver el final desde lejos, y la intuicion es
esta facultad” (Poincaré, 1964, p. 7). Explorar para elegir la ruta es tan
importante, como saber por qué se eligi6 esa ruta.

Para Poincaré, la invencion matematica “es el acto en el que el espiritu

humano parece necesitar menos el mundo exterior, en el que no actda o no parece
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actuar mas que por si mismo y sobre si mismo” (1946, p. 40). Luego nos dira que
“inventar consiste precisamente en no construir combinaciones inntiles, sino en
construir sélo las que puedan ser ttiles, que no son mas que una infima minoria.
Inventar en discernir, es elegir” (1946, pp. 43-44). Y finalmente nos brindara el
siguiente argumento: “pero antes de demostrar ha sido necesario inventar. No se
inventa por deducciéon pura. Si toda la conclusion estuviera ya en las premisas
conocidas ya no seria una invencidén, una creacion, no seria mas que una
ejecucidn, una transformaciéon” (Poincaré, 2017, p. 80).

Ahora bien, este acto de invencidon en matemaéticas requiere ser validado por
las leyes de la 16gica cobmo se mencionoé en el capitulo anterior. Estas leyes son
dominadas a la perfeccion por cualquier matemaético, y, sin en embargo, aunque
puedan seguir un razonamiento complejo, no todos son capaces de inventar algo
nuevo. Incluso algunos matematicos podrian ostentar una excelente memoria o
una atencion prodigiosa y, aun asi, no crear nuevas teorias. El mismo Poincaré
reconoce que, aunque su memoria es buena, y conoce todas las reglas del ajedrez,
esto no le alcanza para ser un buen jugador. Asi mismo, mateméticos que conocen
todas las leyes de la 16gica y los axiomas no logran llegar a la invencién. éPor qué?
Porque en realidad, la matemaética no es una lista de silogismos, tiene que ver con
el orden determinado en que son colocados:

...y el orden en el cual estan colocados estos elementos es mucho mas

importante que ellos mismos. Si tengo el sentimiento, la intuicién de

este orden, de manera que me pueda dar cuenta rapidamente del

conjunto del razonamiento, no debo temer mas olvidarme de uno de

los elementos, cada uno de ellos vendra a colocarse en el cuadro que le

he preparado, sin que haya hecho ningin esfuerzo de memoria

(Poincaré, 1946, p. 43).

En su ensayo “La invencién matematica”, Poincaré describe como le surgio
laidea de las funciones fuchsianas. Este relato permite comprender que sus ideas
fueron conquistadas por la intuiciéon y legitimadas por la logica. Para el
matematico francés, la invencién ocurre en el pensamiento subconsciente, lo que
no implica que sea dado por el azar. Por tanto, existe la posibilidad “de que el
subconsciente sea en realidad mas inteligente que la mente consciente” (Hersh,
2011, p. 42). Aunque no se dice explicitamente, otros escritores han sostenido

“que el subconsciente es menos inhibido, mas imaginativo, mas creativo que el
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consciente” (Hersh, 2011, p. 42). Jacques Hadamard (1954), un matematico
brillante, otorga un papel primordial al subconsciente en el descubrimiento
matematico y su conexion con la intuicion.

Poicaré no pretende asegurar que los matematicos, capaces de inventar,
recurren so6lo a la intuicién, sino que entiende la necesidad del cuerpo logico y
axiomatico de la matematica. Ahora bien, existen varias clases de intuicion, desde
la del nimero puro que da paso a la induccion matematica rigurosa, hasta la
intuicion sensible; donde la imaginacion es su principal contribuyente. Estos dos
“extremos” de la intuicién no tiene el mismo objeto y ponen en juego dos
facultades diferentes de nuestro intelecto: “podriamos pensar en dos luces de
busqueda dirigidas a dos mundos extranos entre si” (Poincaré, 1964, p. 9).

Son poco comunes los mateméaticos que pueden inventar sin la ayuda de la
imaginaciéon. Algunos “iluminados” por la intuicion del nimero puro y de las
formas logicas no s6lo pueden demostrar sino también inventar. Estos pocos
analistas son capaces de percibir a simple vista el plan general de un edificio
logico, sin la intervencion (aparente) de los sentidos. Sin embargo, en la mayoria
de los casos “no deja de ser cierto que la intuicién sensible es en matematicas el
instrumento mas habitual de invencion” (Poincaré, 1964, p. 9).

En la configuracion y persistencia de las intuiciones, es fundamental la
experiencia. Los esquemas intuitivos que genera el individuo a partir de su
experiencia seran a largo plazo sistemas estables de representacion,
convirtiéndose en programas estructurados de acciones y expectativas. Sin
embargo, no debe olvidarse que estos sistemas deben ser validados por el aparato
axiomatico de la matemaética, puesto que “la experiencia tiende a sesgar nuestras
interpretaciones intuitivas primarias debido a sus limitaciones inmanentes: las
condiciones terrestres (generales y especificas) y la naturaleza practica y concreta
de toda actividad conductualmente significativa (finitud, concrecion,
imposibilidad de ubicuidad)” (Fischbein, 2002, p. 95).

Autores como Poincaré, recurren a las convenciones y a los simbolos,
producidos en la mente, para resolver el problema de la relacion entre las
experiencias y las leyes, tratando de imponerle a la naturaleza ciertas
caracteristicas por medio de operaciones activas de la mente. En la biisqueda a la
solucion del problema planteado, Poincaré encuentra que las convenciones son

el sustituto, dentro del razonamiento matematico, de las sensaciones que nos
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obligan a centrar nuestra atencién en la idea pura que llevamos en nosotros
previamente.

Para Poincaré, la experiencia juega un papel importante en la génesis de
los conceptos mas fundamentales de la matematica, no es simplemente un apoyo
para la abstraccion ni algo que al final se reduce a la mera manipulacion de los
signos. El muestra como el leguaje se convirtié en una herramienta esencial en la
conceptualizacion de la matematica, mas alla de su uso para memorizar y
comunicar, y “es una parte integral de todo el marco experiencial en el que se
basan nuestras facultades internas” (Heinzmann & Nabonnand, 2008, p. 177).

Para Poincaré, en el proceso de invencion el yo inconsciente le presenta a
la conciencia una cantidad de iméigenes que deben organizarse, es decir,
combinarse de forma tal que tomen sentido y sean fructiferas para la creaciéon
matematica. Ahora bien, el inconsciente debera elegir entre todas las imagenes
las que son mas apropiadas y este no es un trabajo del azar, “entre todas las
excitaciones de nuestros sentidos, por ejemplo, s6lo las més intensas lograran
retener nuestra atencion” (Poincaré, 1944, p. 50).

Para el matemaético francés, la ‘mejor combinacion’ tiene un caracter
doble. Por un lado, el trabajo subconsciente no nos lo da todo hecho, sino que
parece inicialmente desordenado y vago. Estos son los puntos de partida para
que, después, en el trabajo consciente, las inspiraciones sean verificadas gracias
a reglas estrictas. Por tanto, queda evidenciado que la invencion se da gracias a

esa dualidad o mejor atn a “los métodos de trabajo de los dos yos” (Poincaré,

1944, p. 53).

2.2 La intuicion en Kurt Godel

Para el matematico Kurt Godel, la intuiciobn parece ser un factor
epistemologico basico en el conocimiento de las matematicas abstractas, tales
como la teoria de conjuntos. Al estar influenciado por una corriente pre-kantiana
podria admitir que el conocimiento intuitivo es similar al conocimiento
puramente conceptual.

Godel no solo fue un brillante matematico, sino que, gracias a las implicaciones
de sus resultados de incompletitud, logr6 ser muy influyente en la filosofia de la

matematica. Cuando en 1931 logré probar “que todo sistema formal que contenga
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un poco de aritmética es necesariamente incompleto y que es imposible probar
su consistencia con sus propios medios” (Godel, 2006, p. 13) revolucion6 las ideas
vigentes hasta el momento en filosofia de la matematica (Pena-Paez, 2021). Y son
justo las consecuencias filoséficas de la obra de Godel, mas no sus resultados
matematicos, los que nos interesa revisar en este apartado:
Godel admite la existencia de un plano no intrinsecamente
matematico; un plano de precision y clarificacion de conceptos, de
fundamentacién en una busqueda de nuevos principios que
clarifiquen lo ya logrado y orienten la busqueda de nuevos elementos.

En un plano propio del filésofo de la matematica. (de Lorenzo, 1979,

p- 436)

Su postura filosofica se acerca més al platonismo cuando asume que “la verdad
matematica es opuesta a la simple demostraciéon”, “no es posible construir un
sistema formal que abarque a toda la matematica” o “la matematica no se puede
reducir a un dnico algoritmo”. Para Godel, “los formalistas eran incapaces de
distinguir verdad y demostrabilidad, pues analizaban la primera en términos de
la segunda” (Godel, 2006, p. 38). Es decir, con el teorema de incompletitud qued6
demostrado que este analisis era erréneo y que su posicion filos6fica contraria era

correcta.

Ahora bien, cuando se revisan las obras de Godel es inevitable encontrarse con
el uso de la palabra “intuiciéon” en muchas de sus demostraciones, y en algunos
casos no resulta evidente qué deberiamos entender por esta nociéon. Pareciera no
haber una diferencia clara de la funcion de la intuiciéon en los desarrollos
matematicos de Godel. A veces, la usa indicando que es una facultad similar a la
percepcion de la fisica. En otras ocasiones, supone que es la encargada de validar
los axiomas dotandolos de evidencia. Pero resulta curioso, por ejemplo, que no
apele a ella cuando se refiere a la creatividad. Para Godel, la intuiciéon no parece
ser un método de conocimiento. Lo que si tiene claro es que la necesita para

“hacer” matematicas.

El teorema de incompletitud produjo un giro en la filosofia de la

matematica. Antes de los resultados del teorema, la comunidad
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cientifica asumia que la verdad matematica consistia en la
demostrabilidad, pero para Godel no existia ningiin método formal
que permitiera demostrar todas las verdades de la matematica. Sus
resultados méas importantes repercutieron tanto en la légica, como en

la matematica. (Pena-Paez, 2021, p. 3)

Para Godel los sistemas formales poseian determinadas propiedades
metatedricas (que para él tenian un sentido intuitivo): la consistencia, la

completitud y la decidibilidad. Revisemos la definicion de cada una de ellas.

Consistencia: cuando un calculo no es contradictorio, es decir, “cuando no es
el caso que una de sus formulas y su negaciéon sean demostrables en é1” (Godel,
1994, p. 25).

Completitud: cuando cada una de las formulas del sistema o su negacion es
demostrable en él.

Decidibilidad: cuando al aplicar, en un ndmero finito de pasos, un
procedimiento algoritmico (mecanico), se puede decidir o determinar “si cada

una de las formulas aceptables es 0 no demostrable en él1” (Godel, 1994, p. 25).

Las tesis de Godel sobre la imposibilidad de demostrar todas las proposiciones
verdaderas en un sistema formal trajeron consecuencias filosoficas para la

matematica:

1. La verdad de ciertos enunciados debe ser intuitiva. Puesto que la
imposibilidad de demostrar un enunciado no implica que este no pueda
ser verdadero, se concluye que verdad y demostrabilidad no son
equivalentes. Esta distincion fue un éxito, como principio heuristico,
acabando con el sueiio de “una matematica segura, consistente, decidible,
categoérica, formalizable y completa” (Godel, 1994, pp. 95—-96), dando
opcidn al paralelismo con la ciencia empirica.

2. Demostrar la consistencia de los sistemas formales con medios
exclusivamente matematicos es imposible. Para Hilbert consistencia es
sinonimo de existencia. Mientras en la ciencia empirica la existencia

depende de la experiencia y de la teoria, en matematicas depende de la
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consistencia formal. Pero gracias a Godel, quien mostr6 que no puede
probarse la consistencia, la intuicion cobra un papel tan importante como

la experiencia en las ciencias empiricas.

Los prejuicios filosoficos de otros 16gicos impidieron el avance tal como lo hizo
Godel, en particular, con el uso de métodos no finitarios en matematicas. Este
fracaso es producto de la escuela de Hilbert, para quien el razonamiento finitario
en matematicas “esta justificado s6lo en la medida en que puede ser ‘interpretado’

%

o ‘justificado’ en términos de ‘matematicas finitarias™ (Parsons, 1995, p. 51). Para
Godel, en la teoria del continuo de Cantor, los axiomas de la teoria de conjuntos
describen alguna realidad bien determinada. Bajo esta realidad la conjetura debe
ser falsa o verdadera y su indecidibilidad a partir de los axiomas significa “que

estos axiomas no contienen una descripcion completa de esta realidad” (Parsons,

1995, p. 54).

Cuando se recorren los escritos de Godel, es habitual encontrar el término
“intuicion” en muchas de sus declaraciones. Son frecuentes las expresiones como
“teoremas intuitivamente claros” o “significado intuitivo de los términos
primarios”, entre otras. Hemos clasificado los diferentes “usos” que Gédel le ha
dado alaintuicion, a saber, como vision global, como conocimiento no inmediato,
como garantia de verdad de los axiomas, como evidencia intrinseca y, finalmente,

como una facultad analoga a la percepcion de la fisica. (Pena-Paez, 2021)

2.2.1 La intuicién como vision global

Para Godel, la mente, en su uso, no es estatica, esta en constante desarrollo, lo
que se ejemplifica “considerando la serie infinita de los axiomas de infinitud cada
vez mas potentes en la teoria de conjuntos, cada uno de los cuales expresa una
nueva idea o intuicion. Un proceso similar ocurre respecto a los términos
primitivos” (Godel, 2006, p. 197).

En cuanto a la aritmética, afirma que: “no tenemos una intuicion
suficientemente clara del universo de la teoria de conjuntos. Sabemos lo que son
los nimeros naturales y tenemos, por tanto, una visién relativamente clara del
universo de la aritmética” (Godel, 2006, p. 224). Luego, sobre la teoria de

conjuntos, asumira que: “nos proporciona una cierta intuicion de la constituciéon
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del universo de la teoria de conjuntos (Godel, 2006, p. 224). Todo ello apunta a

una conexion entre intuicion y vision.

En el libro Ensayos inéditos, encontramos que:

Todo intento formalista de interpretar la matematica esta destinado al
fracaso, pues olvida que ha de ser nuestra intuicion matematica la que
nos sirva de guia en la construccién de los sistemas formales, que
deben dar cuenta precisa de aquellos conceptos objetivos, mientras
que tal intuicion no puede reemplazarse por ningan tipo de prueba de
consistencia, o por ningan otro recurso similar interpretado de forma

‘reductiva’. (Godel, 1994, p. 30)

Asi, se concibe la intuicién como “una guia que puede mostrar el camino para
llegar a la construccién de conceptos y proposiciones” (Pefa-Paez, 2021, p. 5).
Ahora bien, para que esta guia pueda ser “provechosa”, quien esta inmerso en el
camino debe tener conocimientos en los conceptos y teoremas matematicos:
“cuando Godel “desarroll6” su teorema de incompletitud recurrié a todo ese
conocimiento matematico que habia “aprendido” durante afios y que era como
un cimulo de saberes que interactuaba en su pensamiento” (Pena-Paez, 2021).

Con esto queremos mostrar dos situaciones: la necesidad de un bagaje
matematico y la capacidad intelectual de cada individuo de “ver” o “intuir” lo que
otros ante el mismo hecho no pudieron comprender.

Estas dos ideas se pueden evidenciar revisando que Godel era una persona muy
disciplinada. No exponia sus resultados hasta que no estaba muy seguro de ellos,
y era un gran conocedor de los sistemas formales hasta el punto de que fue él
quien logro estructurar toda la informaciéon producto de su experiencia, y la hizo
“tangible” a la razon en su teorema de incompletitud. Recordemos una de las

percepciones que se tiene sobre el matematico:
Kurt Godel daba la impresion a casi todo el mundo de ser una persona

realmente extrana y con la que cualquier conversacion suponia un reto

formidable. Siendo una persona reticente, cuando Godel hablaba lo
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mas probable era que dijese algo para lo que no habia respuesta

posible. (Goldstein, 2005, p. 31)

También observamos que las leyes de la 16gica y la matematica por si mismas
no condujeron a Godel a sus resultados. No se puede ignorar el hecho de que, en
su tiempo, muchos matematicos tenian el mismo conocimiento que él y trabajan
sobre los mismos temas. Sin embargo, gracias a esa intuicibn matematica
altamente desarrollada en él, sus avances fueron mas trascendentales. “Cuando
Godel se refiere a las nuevas intuiciones matematicas, entiende que son
sugerencias plausibles que aparecen después de la experiencia con el uso de
algan sistema axiomatico [...] Lo que se impone no es el producto de la intuicion

sino el producto de la reflexion sobre el concepto” (Pena-Paez, 2021, p. 5).

2.2.2 La intuicion es conocimiento mediato

La intuicion matematica nos permite formar conceptos a partir de los datos
inmediatos. Por otro lado, los elementos cualitativamente nuevos no se producen
en el pensamiento, en el pensamiento se reproducen y se combinan los elementos

ya existentes. Por lo tanto,

Puede notarse que la intuicién matemaética no necesita ser concebida
como una facultad que proporciona un conocimiento inmediato de los
objetos en cuestion. Mas bien parece que, como en el caso de la
experiencia fisica, formamos nuestras ideas también de esos objetos
sobre la base de otra cosa que se da de inmediato. Solo que este algo

no es, o no principalmente, las sensaciones. (Godel, 1990, p. 268)

Al igual que Kant, Godel considera que el conocimiento inmediato de los
objetos (fisicos o abstractos) no nos es dado ni por la percepcion sensorial ni por
la intuicién. Entonces las ideas que son dadas en nuestro pensamiento son el
resultado de un proceso, “dicho proceso requiere que haya una contribucion
abstracta y a priori que supere la pluralidad de sensaciones” (Folina, 2014, p. 42).

Por tanto, la intuicibn matematica de los objetos basicos, “aparece” luego del
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procesamiento abstracto de la sensacion dada en la experiencia (Pena-Paez,

2021).

Para Godel la intuicién matemaética “no proporciona conocimiento inmediato,
sino que formamos nuestras ideas sobre la base de algo dado, que aqui no son las
sensaciones” (Godel, 1994, p. 111). Entendemos por “algo dado” los objetos
abstractos contenidos en las ideas empiricas. No diremos con esto que los datos
sean subjetivos, sino que son de una clase diferente, un tipo de realidad entre el

sujeto y su contexto (Pena-Paez, 2021).

Para Godel, las contribuciones operativas y activas de la mente son las que
permiten el acceso a la ontologia de la teoria de conjuntos, “la intuicion se
desplaza asi de la temporalidad espacial a las herramientas mas abstractas de
sintesis y la idea del objeto” (Folina, 2014, p. 45). De donde la intuicion
matematica se produce gracias a un “algo” que se agrega a la sensacion para
construir ideas, “la intuicion no tiene consecuencias metafisicas u ontologicas [...]
juega el papel epistémico de fundamentar nuestro conocimiento de principios

generales” (Folina, 2014, p. 50).

Los conceptos de la logica y de la matematica son exactos, dado que implican
idealizaciones. Por tanto, la intuicién se puede refinar y ajustar con el tiempo.
Este fendmeno es evidente si se revisa la forma extraordinaria en que las teorias
matematicas se han extendido con nuevos axiomas: “la idea clave para recordar
aqui es que estamos hablando de hacia déonde se puede dirigir la mente. La

intuicion debe entenderse solo en estos términos” (Tieszen, 2002, p. 375).

Desde el punto de vista de la intuicién conceptual (o racional), los conceptos
no son cosas en si mismas separadas de la conciencia. Es decir, no son abstractos,
“mas bien, se dan como invariantes en nuestra experiencia hacia los cuales
podemos ser dirigidos” (Tieszen, 2002, p. 384). Ahora bien, esta direccion no es
una relacion causal, ni espacial, ni temporal.

Godel no escribe mucho sobre intuiciones diferentes a las que para él
funcionan en la teoria de conjuntos o en la geometria, ni tampoco considera

formas de intuicién no sensoriales que no sean racionales. Para Godel, “las
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intuiciones racionales no son el producto de la inferencia consciente, son
observaciones mas que conclusiones” (Burgess, 2014, p. 21). Estas intuiciones
parecen abiertas, prometen observaciones adicionales, méas adin este tipo de
intuicion se puede cultivar: “ya que a través de la experiencia se pueden
desarrollar habilidades para una observacién mas cercana y maéas precisa”
(Burgess, 2014, p. 21), muy importante es que son falibles. El mismo Godel esta
afirmando que la intuicion matematica no es un relampago de creatividad que
aparece en la mente de cualquier individuo. No. En realidad, requiere de la

experiencia matematica y de las habilidades obtenidas en el trabajo continuo.

2.2.3 Intuicion: fuente de la verdad de los axiomas

Para Godel, aunque los objetos de la matematica son lejanos a los objetos de la
experiencia sensible, existe “algo parecido a una percepcion de los objetos de la
teoria de conjuntos, como se puede ver por el hecho de que los axiomas mismos
nos fuerzan a aceptarlos como verdaderos” (Godel, 2006, p. 427). En el analisis
sobre la hipétesis del continuo de Cantor, Godel argumenta que el que no se haya
podido demostrar su verdad o falsedad, se debe al estado incompleto de la teoria
axiomatica de conjuntos, pero en su dimensioén pragmatica, la decision sobre la

verdad o no de ella, puede revisarse de forma inductiva, estudiando su éxito.

Para Godel, la certeza de los axiomas se explica gracias a la intuicion: “al igual
que con los objetos fisicos, el hecho de que conozcamos verdades intersubjetivas
sobre conjuntos confirma su existencia objetiva e independiente” (Folina, 2014,
p. 36). La intuicién resulta ser la mejor explicacion para el acuerdo y la certeza
sobre los axiomas de la teoria de conjuntos, a su vez, que se convierte en el vinculo
entre el conocimiento (axiomas de la teoria de conjuntos) y la realidad (universo
de la teoria de conjuntos). Para Godel, los axiomas nos fuerzan y algo debe hacer

ese forzamiento.

Si se acepta la existencia objetiva del mundo externo, asume Godel que
también debe aceptarse la existencia objetiva de los objetos de la intuicion
matematica. Sin embargo, como ya se mencion6, “ademas de la intuicion

matematica existe otro (aunque sbélo probable) criterio de la verdad de los
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axiomas matematicos: su fertilidad en matematicas y posiblemente en fisica”
(Godel, 1994, p. 111). La fertilidad de la que habla Godel se refiere al interior de la
matematica misma, aunque levemente aluda a otro tipo de aplicaciones, las que
tienen lugar en la combinacion con teorias fisicas aceptadas.

Godel esta interesado en la intuicion como fuente de los axiomas que

son la base para las deducciones matematicas. Su interés no parece

encaminado al como se descubren las matematicas, como tampoco al

proceso creativo que esta detras de ellas, lo cual resulta extrano siendo

un creativo y brillante matematico que sabe que no se llegan a las

grandes ideas siguiendo una receta, primero esto, segundo aquello,

etc. (Pena-Paez, 2021, p. 11)

Por otro lado, en sus reflexiones sobre epistemologia parece ignorar las
conjeturas de las cuales no se tienen pruebas rigurosas. Otros matematicos usan
el término intuicion en el sentido de como llegaron a sus “corazonadas”. Donde
aparece menos inmediatez, a eso se le llaman intuiciones heuristicas que no son

del mismo “tipo” que las racionales o sensoriales nombradas por Godel.

Godel sospechaba que la hipotesis del continuo no se sigue de los otros axiomas
de la teoria de conjuntos, “pues tiene consecuencias intuitivamente poco
plausibles” (Godel, 2006, p. 352). Entonces se pregunta

¢en qué podemos basarnos para buscar nuevos axiomas de la teoria de
conjuntos? En dos cosas: en la intuicion matematica (que corresponde
a la sensacion fisica) y en el apoyo indirecto que presta a una hipotesis
(tanto en la fisica como en la matematica) el hecho que se sigan de ella
consecuencias verificables (por ejemplo, resultados numéricos
computables) dificiles de obtener sin ella y de que no se sigan de ella

consecuencias indeseables. (Godel, 2006, p. 352)

Godel nos invita no so6lo a “reconocer el hecho de la intuicion con respecto a
los conceptos y axiomas, sino también a darle crédito” (Parsons, 1995, p. 70). Para
él, es obvio que los conceptos superiores de la teoria de conjuntos no son tan

claros. Por tanto, la intuicion no puede brindar conocimientos incuestionables.
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Las referencias a la intuicion matemaética aparecen con mayor frecuencia,
cuando Godel aborda el problema del continuo. Para él, la busqueda de nuevos
axiomas en la matematica es un problema similar a la basqueda de nuevas
hipétesis en la fisica. No obstante, dado que los axiomas se justifican hipotético-
deductivamente segiin sus consecuencias, la intuicién no se puede aplicar a este

tipo de enunciados:

No es posible invocar la intuicion como una especie de piedra de toque
de la verdad para los nuevos principios. Decidir sobre una nueva
extension para establecer la teoria sera una cuestion deliberativa y
reflexiva en la que la experiencia matematica de uno con un sistema
dado juega un papel, y también lo es nuestro conocimiento de los

desarrollos matematicos especificos en la teoria (Hallett, 2006, p. 119).

La cita nos indica que, para Godel, la intuicion no es la fuente de la verdad, ni
siquiera en los niveles més basicos de la matematica, pero destaca la necesidad
de la reflexién y la deliberacion para el desarrollo de nuevas teorias, asi como
reconoce la importancia que juega la experiencia matemaética y los conocimientos
adquiridos a través de la practica matematica. Para Godel es evidente la necesidad
de apelar a la intuicibn matematica, no s6lo para resolver los cuestionamientos
que surgen en la teoria de conjuntos transfinitos, sino también en la solucion de
los problemas de la teoria de los nameros finitarios. Para Godel, es gracias a la
intuicion mateméatica que es posible ver que ciertas proposiciones son

verdaderas.

2.2.4 Intuicién como certeza y hecho psicologico

Godel (2006) afirma: “el axioma de eleccién resulta intuitivamente evidente
para casi todos los matemaéticos (excepto para los constructivistas)” (p. 351).
Ahora bien, que un enunciado sea evidente para un individuo, tal vez no lo sea
para otro, es decir, que estamos ante un hecho psicol6gico mas que matematico.
Godel asume que el conocimiento de la matematica se da de una manera total y

que es invariante y él esta convencido por dos razones: “una basada en la intuicion
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(aqui, de esencias) y otra basada en el éxito (de la razén en un area particular)”

(van Atten & Kennedy, 2009, p. 329).

Es necesario explicar la intuiciéon para entender como la verdad de un axioma
puede imponérsenos. Para Godel, la existencia de la intuicién es un hecho
psicologico y esta es la manera de apoyar no solo los axiomas sino el realismo.
Para Godel, los axiomas de la teoria de conjuntos se producen gracias a la
existencia de una intuicién lo bastante clara (lo cual es un hecho psicolégico) y
esto es suficiente para dar sentido, por ejemplo, a la verdad o falsedad de la
hipétesis del continuo de Cantor. Del argumento de Godel parece evidenciarse
una relacion circular entre la intuicién y el realismo: “la intuicién apoya el
realismo sobre proposiciones no probadas. Pero la intuicion también esta
respaldada por el realismo, por el hecho de que la verdad de los axiomas se nos
impone” (Folina, 2014, p. 37). Sin embargo, esta circularidad desaparece gracias

a la analogia con la verdad empirica.

Como revisaremos en el siguiente apartado, Godel compara la intuiciéon
(abstracta) con la percepcion sensorial. “Para él en la intuiciéon se admiten
errores, porque ella no es un asunto de todo o nada, viene en grados” (Pena-Péez,
2021, p. 8). Por ejemplo, en el caso del continuo de Cantor, el papel de la intuicién
es otorgarle “un significado bien definido a la pregunta y, de hecho, decidirla”
(van Atten & Kennedy, 2009, p. 333).

A veces usamos tanto un concepto que se nos vuelve evidente, y entonces
tendemos a sobrestimar la claridad de percepcion de las cosas, ahora bien, ser
evidente no implica necesariamente certeza. Y aqui cabe el error: “es en el
reconocimiento de que la intuicién no es un asunto de uno u otro, sino que viene
en grados (es decir, las intuiciones son, en general, parciales) que Godel ve una
respuesta al escepticismo” (van Atten & Kennedy, 2009, p. 336).

Godel consideraba que es indudable el hecho psicologico de la existencia de
una intuicién lo suficientemente clara, para producir los axiomas de la teoria de
conjuntos dandole sentido a la cuestiéon de la verdad o falsedad de la hipotesis del
continuo de Cantor. Por tanto, “mediante una apelaciéon a la psicologia, Godel
sugiere que el significado y la capacidad de decisi6on puede ser asegurable sin

recurrir al realismo” (van Atten & Kennedy, 2009, p. 333).
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Ni siquiera los seguidores de la escuela brouweriana pondrian en duda la
existencia de la intuicion como un hecho psicoldgico que es capaz de abarcar los
axiomas de las matematicas clasicas, aunque para ellos el hecho psicolégico se
explicara “por la circunstancia de que todos estamos sujetos al mismo tipo de
errores si no somos lo suficientemente cuidadosos en nuestro pensamiento” (van
Atten & Kennedy, 2009, p. 334).

En matematicas “lo dado” tiene que ver con los elementos abstractos

contenidos en los conceptos empiricos:

el mero hecho psicologico de la existencia de una intuicién que es lo
bastante clara como para producir los axiomas de la teoria de
conjuntos y una serie abierta de extensiones de éstos basta para dar
sentido a la cuestion de la verdad o falsedad de ideas tales como la

hipétesis del continuo de Cantor. (Godel, 2006, p. 428)

Recurrir a la intuicion matematica no es sélo para obtener respuestas en la
teoria de conjuntos transfinitos, sino para resolver problemas de la teoria finitaria

de ntmeros.

Para Godel, los expertos en teoria de conjuntos deben dirigir la mirada interna
de su intuicién a la contemplacion del concepto de conjunto. Pero visto asi, “esa
supuesta intuicion matemaética no es mas que echar mano de ligeras analogias y
conexiones de la imaginacion” (Burgess, 2014, p. 30).

Pareciera que los axiomas de la matematica clasica son evidentes y plausibles.
Es decir, que la creencia en su versad es obvia, asi Godel considera que la funcién
de la intuicion matemaética es producir conviccion en los enunciados producto de
la observacion (o el calculo), mas adn, “subraya el hecho de que la intuicién da
lugar a una serie de extensiones “abiertas” de los axiomas” (Folina, 2014, p. 64).

De ahi que tenga sentido hablar de intuicion de conceptos abstractos puesto
que la experiencia matematica no es arbitraria ni aleatoria y est4d enmarcada en
un trabajo sistémico. Entendemos por conceptos abstractos los que no tienen
relacion con objetos concretos, sino que se pueden establecer como estructuras
de pensamiento y “en las demostraciones de proposiciones sobre estos objetos

mentales se necesitan intuiciones que no derivan de una reflexion sobre las
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propiedades combinatorias (espacio-temporales) de los signos que los

representan, sino de una reflexion sobre los significados involucrados” (Godel,

2006, p. 434).

Godel estaba interesado en fracturar por dentro el programa formalista de
Hilbert, y es que la verdad no puede ser expresada en un lenguaje consistente:
“Godel concluyo, entonces, que de los teoremas de incompletitud se deriva que la
certeza de las matematicas no se asegura después de probar ciertas propiedades
por una proyeccidon sobre sistemas de simbolos ajustados a ciertas reglas de
transformacion. La certeza en las matematicas debe tener otra fuente: la intuicién
matematica” (Cardona, 2002, p. 34). Es decir, que una clase especial de intuicion

es la que permite tener conocimiento de los conceptos abstractos.

2.2.5 La intuicién matematica es analoga a la percepcion en el
mundo fisico

Una de las ideas mas conocidas de Godel es aquella en la que “equipara la
intuicion matematica a la percepcion sensible, y la cuestion de la existencia de las
entidades matematicas a la de la existencia del mundo externo” (Godel, 2006, p.
422. Véase Panza & Sereni, p. 92).” Afirmara, ademas, que se debe tener la misma
confianza en la percepcion sensible como la intuiciéon matematica, puesto que la
intuicion nos induce a construir nuevas teorias, con la esperanza que futuras
percepciones concuerden con ellas. Es decir, nos permite creer en cuestiones no
decidibles en el momento presente, que puedan tener significado en el futuro.
Pero, a pesar de la lejania de la experiencia sensible, existe algo parecido a una
percepcion de los objetos en la teoria de conjuntos. De ahi, que no exista razéon
por la que se deba tener menos confianza en este tipo de percepcion, es decir, en
la intuiciébn matematica que, en la percepcion de los sentidos, que inducen a
construir las teorias fisicas. Incluso, es posible que una cuestién que no tenga
sentido en el presente pueda ser solucionada en el futuro.

Ahora bien, la analogia propuesta entre percepcion e intuicion no toma tanto
el caracter empirico de la matematica “sino el caracter ‘intuitivo’ de la ciencia
empirica” (Godel, 1994, p. 48). Este caracter intuitivo de la ciencia es propio de
los cambios académicos por la época en que vive Godel: una nueva concepcién de

la ciencia, mayor importancia a la creatividad, incorporacion de modelos, etc. Los
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objetos con lo que trata Godel (1994) no estdn en el mundo de los sentidos,
entonces para que la analogia propuesta tenga sentido, le otorgara a la intuicién
matematica la funcion de ser aquella que permita “percibir los objetos
matematicos y escoger la construccién que mejor los represente, entre todas las
posibles” (p. 76).

Tieszen enfoca la analogia entre los objetos de la percepcion y los de la
matematica en términos de la funcidén que tienen los datos sensoriales en la
intuicidon perceptiva, dado que son ellos los que pueden restringir o determinar
los actos alli presentados. “Por ello, deberiamos poder distinguir una
caracteristica de la intuicién matematica que constituye un “dado” que restringe
y determina estos actos de una manera similar” (1989, p. 71).

Un argumento para justificar su analogia implica aceptar que las clases y los
conceptos son objetos reales. Godel acepta (“ignorando” su naturaleza) la
existencia tanto de los objetos abstractos de la matemaética como de los objetos
fisicos. El paralelismo esta dado sobre el sistema que involucra los objetos, no
sobre los objetos en si. Este sistema puede ser conceptual o fisico. Y entonces cabe
preguntarse ¢por qué surgen las paradojas? Para Godel son el resultado de la
brecha entre la técnica y la teoria, es decir, entre la comprension de los
procedimientos y los conceptos involucrados. Por ejemplo, en la teoria de
conjuntos el término “curva” tiene una definicion diferente al mismo término en
la geometria euclideana (Burgess, 2014). Y asi como el mundo fisico puede
enganar, algunas veces, a los sentidos; asi las paradojas “engafian” al mundo de
la matematica. Asi como en el mundo empirico las leyes se pueden falsarse: “lo
mismo valdria en matematica si apareciera una inconsistencia, pues la falsacion
de leyes observables no es sino la inconsistencia entre diferentes métodos de

detectar la misma cosa” (Godel, 1994, p. 115).

Para Godel, la ciencia es definida como el conjunto de conceptos primitivos y
axiomas que determinan las relaciones conceptuales. Como nuestro pensador
dice, la ciencia no esta determinada por “el apoyo ‘perceptivo’ o ‘intuitivo’
intrinseco de ese aparato originario” (1994, p. 116). Teniendo en cuenta que la
fertilidad y el éxito de su aplicabilidad conllevan aceptacion del aparato, esto

termina de confirmar el nexo que ha estado buscando.
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El contenido de las proposiciones de la fisica como de la matemaética se dan
gracias a la existencia de los objetos de la fisica y de la matematica. Como dice
Cardona (2002, p. 37), los primeros “nos son dados en la intuicion sensible y los
segundos en la intuicién matematica”.

Una intuicién pura del espacio puede tener una etiqueta para su aspecto fisico,
que seria “lo espacial”, y una etiqueta para su aspecto matematico que seria, “lo
geométrico”. Por tanto, Godel asume “que la intuicion espacial es sobre el mundo
fisico, pero solo es local y aproximadamente correcta, mientras que la intuicion
geométrica es global y exactamente correcta, pero es solo sobre cierta estructura
matematica” (Burgess, 2014, p. 14). Sin embargo, algunos descubrimientos
“contra-intuitivos” posteriores en matematicas, como la curva sin tangentes,

mostraron que la intuicion geométrica no era tan perfecta como él creia.

Este argumento sugiere una idea que pretendemos defender: que la intuicion
matematica parte de un contexto real o matematico. Godel parte de una visién
global para comprender los componentes en su contexto, y también toma en
cuenta la interaccion entre las partes y el todo. Es decir, la conexion fisica de los
axiomas depende de su papel en las teorias fisicas. Si el papel cambia la conexion

también. Pero todo depende del sistema en su conjunto.

Para finalizar este apartado, podemos afirmar que Godel tomé distancia de la
concepcion positivista, en la que la verdad depende del significado de los objetos,
es decir, de las convenciones. El se inscribe en el platonismo ontoldgico, cuya tesis
epistemoldgica fractura ese antiguo vinculo entre la intuicién y la construcciéon de
los objetos matematicos. Para Godel, “tenemos la capacidad de intuir las
propiedades de los objetos independientes de la mente, y esto explica nuestro
conocimiento de los principios basicos de la teoria de conjuntos” (Aspray &
Kitcher (Eds.), 1988, p. 12). Mas aun, en el futuro podria explicar los principios
que se postulan para completar el conocimiento de la teoria de conjuntos. “Sin
embargo, aunque puede ser relativamente facil de entender, la vision de Godel no
es tan facil de creer, ya que la nocién de intuicion en la que se basa parece algo
nebulosa” (Aspray & Kitcher (Eds.), 1988, p. 12).

Para Tieszen (2002), el proceso de intuicion de Godel muestra que:
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1. Es “forzado” por ciertos aspectos.
Es falible.

Es méas o menos claro y preciso.

> @b

Los conceptos pueden ser inagotables.

Lo anterior muestra que en Godel aparece una idea que involucra la intuiciéon
con un proceso dinamico, no con una facultad misteriosa, sino como una facultad
en la que se puede educar a un individuo y que viene dotada de intencionalidad.
Asi mismo, también nos ha mostrado la necesidad de formalizar esa intuicion: “el
proceso dinamico en matematicas tiene lugar entre la intuicion y la formalizacion,
esto es, se podria decir, entre lo que podemos entender y lo que podemos expresar
y comunicar, o formalizar matematicamente de la manera habitual. Ello se
asemeja a la interaccion entre expresion y contenido, o incluso entre un nombre

abstracto y los individuos a que se refiere” (G. Sambin, 2008, p. 302).
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3. La intuicion y el dilema de Benacerraf

Abordar el dilema de Benacerraf y su posible disolucion (gracias a la intuicion)
requiere de algunas explicaciones previas. En el primer apartado de este capitulo
revisaremos la relacion entre conocimiento, creencias e intuicion matematica. En
el segundo, explicaremos el dilema y finalmente plantearemos una posible

soluciodn.

3.1La intuicion y el conocimiento matematico

La concepcion de la intuicion tradicionalmente ha estado ligada a la idea de
como el individuo adquiere el conocimiento, y en el campo particular de la
filosofia de las matematicas, se desprenden problemas tales como, del
conocimiento matematico es a priori, analitico o necesario?, ¢las mentes superan
alas maquinas?, ¢las matematicas son, inicamente, operaciones mecanicas sobre
simbolos? Y problemas sobre la naturaleza del infinito, el platonismo, la verdad
matematica, los objetos abstractos, entre otros.

Los fundacionalistas tienen como objetivo justificar de manera adecuada las
afirmaciones de la matematica, en este punto encontramos que existe una
divisiéon entre los procedimientos de justificacion, que pueden ser a priori o a
posteriori. Por ejemplo, algunas de las afirmaciones de la aritmética no admiten
justificacion empirica ni intuicion a priori. Para Frege, la aritmética era
simplemente un desarrollo de la légica y existia “un nimero muy pequeio de
posibilidades para encontrar la justificacion adecuada de las proposiciones
aritméticas” (Kitcher & Aspray, 1988, p. 5).

También encontramos a Russell y a Whitehead, quienes suponian que nuestro
conocimiento sobre la teoria de conjuntos viene de nuestro conocimiento sobre
la aritmética, incluso siendo los principios de la aritmética a priori. Para ellos, la
intuicion matematica, supuestamente, brinda un conocimiento a priori de los
postulados de Peano. Sin embargo, “conocemos los axiomas de la teoria de
conjuntos al ver que son suficientes para sistematizar los postulados de Peano”
(Kitcher, 1988, p. 296).

Hablar del conocimiento en matematicas, nos remite a las reflexiones hechas
por el filésofo Kant, para quién nuestro conocimiento surge de dos fuentes: la

receptividad de impresiones y la facultad de conocer un objeto. Esta segunda se
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da mediante la representacion de las imégenes, es decir, la espontaneidad de los
conceptos. En el primer caso, es un objeto dado a la conciencia, en el segundo se
piensa en relacion con la representacion de dicho objeto. Por tanto, la intuicién y
los objetos constituyen los elementos de nuestro conocimiento y se necesitan
mutuamente (Kant, 1999, p. 193; A50/B74).

A diferencia de Kant, Descartes asumia que la conciencia intuitiva es
independiente de nuestra capacidad de sensacion. Para ejemplificar, toma una
figura de mil lados, que a diferencia del triAngulo no nos la podemos imaginar en
su totalidad, aunque si podemos tener una comprensiéon de toda la figura. Esto
lleva a concluir que la imaginacion y la comprension son dos tipos diferentes de
operaciones mentales. Su diferencia es de naturaleza y no de grado. Por tanto,
para el filosofo francés, el pensamiento puede estar asociado con imagenes, pero
tiene algo mas que sélo imagenes. De lo anterior se deduce que el platonico debe
ofrecer explicaciones no kantianas de como las intuiciones aparecen y se
enganchan con el objeto de estudio de la matematica, una dificultad que puede
aparecer es que en algunas oportunidades no se diferencia entre “pensar en algo
y ser consciente de ello” (Chudnoff, 2014, p. 21).

Algunos “sostienen que no hay posibilidad de obtener conocimiento
matematico sin el uso de ciertos procedimientos especiales” (Kitcher, 1988, p.
204). Para ellos, este procedimiento especial es la intuicion, a partir de la cual se
desprende una cadena de inferencias que van desde los axiomas hasta los
teoremas. Tanto empiristas como naturalistas cuestionan la existencia de esos
‘procedimientos especiales’. La intuicion platonica o constructivista proporciona
conocimiento, “en la medida en que funciona, solo en el contexto de una
experiencia amable que garantiza lo prometido” (Kitcher, 1988, p. 295).

Para Kitcher, la epistemologia de las matematicas debe tener una perspectiva
semejante a la de las ciencias naturales y debe escapar a las filosofias
fundacionalistas. En el naturalismo se considera innecesario el regreso a los
axiomas como origen del conocimiento matematico:

de hecho, desde el punto de vista naturalista, los axiomas de una teoria
no son sus comienzos. Mas bien son el resultado de una
sistematizacion de un “cuerpo previo de afirmaciones” sobre los
objetos de la teoria que han sido empleados tacita o explicitamente en

el razonamiento. (Sierpinska & Lerman, 1996, p. 836)
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Kitcher nos presenta un ejemplo del naturalismo valiéndose de Cauchy y su
introduccién de la idea de limite algebraico en las definiciones de convergencia,
continuidad y derivacion. Si, como afirman algunos, las proposiciones de Cauchy
“estaban respaldadas por una vision especial a priori, entonces es apropiado
preguntar por qué esta idea no estaba disponible para sus predecesores” (Kitcher,
1988, p. 298), los cuales también habian considerado la idea de limite para definir
el calculo diferencial. Kitcher se maravilla de que los poderes visuales de Cauchy
pudieran ser superiores a los de Leibniz, Newton, Euler, Lagrange, etc. Esta
observacion puede resultar exagerada y, en el fondo, deja a un lado la labor
argumentativa de Cauchy, pues el matematico “no invita a sus colegas
matematicos a intuir la exactitud de sus nuevas afirmaciones. El muestra, en
cierta medida, como son ttiles para continuar con la practica de las matematicas”
(Kitcher, 1988, p. 298). De ahi que para Kitcher, el naturalismo est4d mas acorde
con la historia de las matematicas, en cuanto a la génesis y justificacion del

conocimiento, haciéndolo inseparable de su propio crecimiento.

Por tanto, “el conocimiento matematico es un producto histérico”
(Sierpinska & Lerman, 1996, p. 836). Seguir esta linea argumentativa implica
asumir que el origen del conocimiento esta basado en una practica primitiva y
que las experiencias son susceptibles de ser manipuladas por los expertos, lo que
es una justificaciéon para una practica puede no serlo para otra, de manera que
“esta nocion de practica matematica relativiza el problema del crecimiento del

conocimiento matematico tanto histérica como culturalmente” (p. 836).

Para Mark Fedyk, tres argumentos deberian llevar al naturalista a
pronunciarse sobre la relacion entre el conocimiento matematico y la intuicion.
a) Las verdades que se producen en la investigacién son, a lo sumo,
aproximadas. Un signo de progreso sucede cuando diferentes
investigadores, trabajando sobre el mismo tema, llegan a “definiciones
multiples de conceptos aproximadamente equivalentes” (Fedyk, 2018, p.
89). La proliferacién de conceptos lleva inevitablemente a considerar que
ninguno de ellos debe tomarse como “la definicién exacta, definitiva y
absolutamente verdadera” (Fedyk, 2018, p. 89). Estas definiciones se
pueden interpretar como nodos que, tomados en conjunto, pueden

transmitir més informacion sobre los conceptos que la que se obtendria al
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b)

revisar las definiciones por separado e individualmente. De alli que, los
naturalistas deben concebir la proliferacion de concepciones sobre la
intuicidon, “como evidencia de que una teoria de la intuici6on es parte
integral de la epistemologia de las matematicas” (Fedyk, 2018, p. 89).
Dadas las diferentes definiciones de la intuicion, la filosofia naturalista de
la matematica puede explorar cuales le son compatibles y revisar las ideas
que motivan el tratamiento racionalista de la intuicion. Independiente de
la filosofia de la matematica que se elija, la epistemologia de la intuicion
puede brindarnos elementos para comprender la funciéon y la naturaleza
de la intuicién que hace posible el conocimiento matematico.

Negar la existencia de las intuiciones es contraria a la intuicién misma.
Desde nifios hemos confiado en ciertas intuiciones basicas para darle
sentido al mundo fisico, matematico y social. Es evidente que las
intuiciones hacen parte del sistema cognitivo humano, mas adn, “es
mucho méas probable que las intuiciones apoyen en lugar de obstaculizar
la formacion del conocimiento” (Fedyk, 2018, p. 90).

De las posibles opciones, la mejor es aquella en la que la epistemologia de
las matematicas da sentido a la relacion entre intuicién y creencias
matematicas. Esta conexién ha transitado un camino dificil. Prueba de ello
es la cantidad de usos e interpretaciones que de ella se tienen, “a menudo
es el término usado cuando uno no tiene una explicacion plausible para la
fuente de una creencia u opiniéon determinada” (Fedyk, 2018, p. 90). Por
ejemplo, al revisar los prologos de los libros de matematicas, las biografias,
los trabajos sobre la naturaleza de las matematicas, los estudios
psicologicos, cognitivos o didacticos, siempre aparece el tema de la
intuicién. Tal situacion sugiere que la intuicién juega algin papel

destacado en las creencias matematicas.

Para llevar a cabo una teoria naturalista de la intuicion, debe, en primera

instancia, identificarse qué fenomenos mentales han sido denominados por los
fil6sofos racionalistas como “intuicién”. El rango es amplio: la unidad en la
conciencia de las representaciones perceptivas que son espacial y temporalmente
inteligibles (Kant, 1978), la aprehension consciente de una proposicion
supuestamente autoevidente, inclinaciones para creer, e incluso apariencias

intelectuales simples.
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Para Fedyk (2018) una descripcion de la intuicién acorde a la filosofia
naturalista debe tener en cuenta las siguientes ideas:
(1) Las intuiciones son eventos mentales puesto que ocurren en la conciencia.
(2) La funcion de la intuicién es generar un contenido a las creencias
matematicas.
(3) Las intuiciones tienen un caracter individualizado, es decir, si dos intuiciones
tienen contenido proposicional diferente, entonces las dos intuiciones son
diferentes.
(4) La intuicion se produce en la imaginacion, alli se crea una representacion a la
que se le aplica un concepto, que a su vez genera el contenido proposicional de la
intuicion: “el concepto que se esta aplicando puede llamarse el concepto
implicado” (Fedyk, 2018, p. 92).
(5) La intuiciéon se produce en un contexto determinado, lo que le otorga una
identidad al concepto y una relevancia de los detalles de la representacion en si
misma. Esta representacion imaginaria puede tomar diversas formas, de la mas
simple a la mas compleja.
(6) Las intuiciones obtenidas por una persona que carezca del concepto implicado
(concepto especifico) no podran ser las mismas de quien si tenga el concepto. En
muchos casos, el concepto implicado es el concepto de una propiedad, objeto o
proceso observables.
(7) Las intuiciones se presentan en la conciencia como una “apariencia” lo que les
da un caracter fenomenologico. Por tanto, no son objetivas, lo que las lleva a ser
diferentes a las percepciones cotidianas.

La descripciéon anterior es del tipo de explicacion de los naturalistas,
puesto que no asume la intuicién como fuente del conocimiento a priori, asi
mismo, esas ideas estan sobre la base de la ciencia cognitiva contemporanea.

Dado que el conocimiento matematico no surge de manera espontanea en
la mente, racionalistas y naturalistas requieren una teoria que explique como se
forman las creencias matematicas o una justificacion de por qué no es posible el
conocimiento matematico. Dentro de la investigacién en epistemologia de las
matematicas es parte importante la comprension del papel de la intuicion en su
apoyo a la cogniciéon confiable. El hecho de que la intuicion permee muchos de

los aspectos del conocimiento matematico implica prestarle atencion sobre qué
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tipos de creencias puede justificar la intuicion e incluso si puede o no ser fuente
de conocimiento.

Aunque las intuiciones son ocurrencias mentales, en ciertas ocasiones,
tanto filésofos como otros cientificos las usan como evidencia, lo cual “sucede
cuando el contenido proposicional de una intuicién se toma para aumentar la
garantia o credibilidad de una creencia” (Fedyk, 2018, p. 93). Entonces ¢qué tipos
de aprendizaje son posibles cuando las intuiciones se usan como evidencia? La
repuesta a esta pregunta implica diferenciar entre el uso de las intuiciones
dirigidas por el mundo y las dirigidas por el sentido. La distincion radica en que
la confianza en una intuicion, por un lado, es cuestiéon del propésito para el que
se estd poniendo en uso, y, por otro, depende del contexto epistémico en el que
ocurre la intuicion. Es decir, la distincion es entre los contextos: unos dirigidos
por el significado (aprender sobre el contenido representativo del concepto) y
otros en los que se debe aprender si los objetos, propiedades, tipos, etc., vienen
dirigidos por el mundo (instancias de las propiedades definidas por un concepto
implicito en una intuicion).

En suma, la distincion es la siguiente: en condiciones normales todas las
intuiciones dan informacion confiable sobre algo, en particular, sobre el
contenido del concepto implicado en las intuiciones del individuo que tiene la
intuiciéon. Ahora bien, silo que deseamos es conocer el significado de un concepto
para una persona concreta, es posible confiar en los usos de las intuiciones
dirigidas por el significado. Si de lo que se trata es de aprender algo sobre el
mundo, deben existir pruebas suficientes de que el contenido de la intuicion es
preciso para lo que se desea aprender, “cuando estamos en posesion de esta
evidencia adicional, una intuicion utilizada inicialmente como evidencia dirigida
por el significado también puede usarse como evidencia dirigida por el mundo”
(Fedyk, 2018, p. 95).

Una de las preguntas acerca del conocimiento matematico ha girado en
torno a explicar si el enunciado referido por una situacion S es la causa para que
un matematico M crea en esa situacion S. La condicion para el conocimiento de
una creencia de M sobre S es resultado de un proceso que dara la evidencia para
la creencia, “el rol de la intuicion en el conocimiento matematico es para dar la
evidencia relevante” (Tieszen, 1989, p. 3). El rol que se le otorga a la intuiciéon en

matematicas es similar al rol de la intuicién perceptual de los fisicos, es decir,
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proporciona evidencia para la existencia de los objetos fisicos (matemaéticos en
este caso).

Es necesario un cambio de actitud sobre la forma en que los objetos le son
dados al individuo, dejando de ser un objeto perceptivo directo, para ser
considerado un elemento dentro de un conjunto, los objetos no son dados
inmediatamente a la conciencia, dado que los actos se fundan gracias a la
abstraccion y a la reflexion, lo que lleva a comprender que la conciencia de los
objetos matematicos es una construccion.

Aunque los ejemplos se suelen presentar con partes muy elementales de la
matematica, “el acercamiento a otras areas de las matemaéticas generalmente
adoptaria la forma de la estrategia que hemos seguido” (Tieszen, 1989, p. 176).
En primer lugar, se asume la existencia del analisis real, complejo, funcional, la
topologia, el algebra abstracta, etc., y luego que los resultados de estas areas
proporcionan conocimiento. Entonces surge la pregunta: ¢como es posible este
conocimiento?

Responder esta pregunta requiere un anélisis sobre el origen, asi como
asumir que la intuicibn es una condicién necesaria y suficiente para el
conocimiento de los objetos matematicos. Ahora bien, “las afirmaciones
matematicas de cualquier area de las matematicas se pueden entender como
expresiones de intenciones y, como tales, pueden cumplirse, cumplirse
parcialmente, no cumplirse realmente o incluso ser probablemente vacias”
(Tieszen, 1989, p. 176). Una intencion sera cumplida si se da un proceso de
construccion, es decir, de intuicion; dicho proceso dara como resultado encontrar
el objeto al que se dirige la intencion.

El punto de vista de la fenomenologia considera la estructura y la secuencia
de los actos en los que se dan los objetos, ya sean fisicos o matematicos. No es
necesaria la existencia de una relacion independiente entre estos procesos y los
objetos, pues “lo que intenta hacer la fenomenologia es analizar la experiencia o
estructura de actos que es necesaria para el conocimiento de los objetos” (Tieszen,
1989, p. 177). Cabe observar que esta situacion podria sugerir una similitud de la
fenomenologia con el idealismo, con respecto a los objetos matemaéticos.

Bajo este marco, encontramos que la intuicién matematica como proceso
conduce a verdades aproximadas y esto lleva a considerar la necesidad de los

conceptos técnicos para el éxito de la ciencia. El problema al que nos enfrentamos
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es al de tratar de decir que algunos hechos son exactos y precisos. Lo complejo
estd en encontrar el equilibrio entre precision y exactitud. La precisiéon es un
criterio importante que permite “manejar la complejidad del mundo de una
manera epistémicamente constructiva” (Fedyk, 2018, p. 100). La precision es
creada por el lenguaje técnico y los conceptos introducidos en el vocabulario
cientifico, estos nos permiten idealizar el mundo, de tal manera que podemos
hablar sobre sus procesos como si fueran tan simples que podemos razonar sobre
ellos de manera directa.

Por tanto, los conceptos y ecuaciones matematicas en la practica cientifica
no se usan para describir exactamente el mundo, sino para “establecer marcos
terminolégicos lo suficientemente precisos como para permitirnos, por ejemplo,
especificar las clases de contraste que impulsan algunas formas de explicacion
cientifica” (Fedyk, 2018, p. 101). En algunos casos, las afirmaciones matematicas
que se usan son inexactas, lo que no significa que sean falsas. Mas atin tienen una
utilidad inductiva y explicativa. Paraddjicamente, si fueran lo més exactas y
precisas posibles, las formulas que aparecerian serian tan complicadas para
cualquiera que quisiera razonar. Lo que justifica el uso de un concepto
matematico “es su capacidad para apoyar la induccion o la explicaciéon” (Fedyk,
2018, p. 101) y, sin embargo, el concepto no debe usarse exactamente.

El individuo que intuye conoce muy bien un proceso causal del que hace
una representacion imaginaria. Por tanto, puede entenderse como una intuicion
dirigida por el mundo, una intuicion cuyo contenido proposicional refleja la
aplicacion de un concepto matematico a dicha representaciéon imaginaria. Por lo
anterior, queda claro por qué no debe tratarse el contenido proposicional de dicha
intuicién como una verdad exacta, aunque al mismo tiempo esta intuicién puede
ser tratada como una intuicion dirigida al mundo porque “existe una conexiéon
causal entre los usos del concepto implicado en la intuicion y el referente del
mismo concepto” (Fedyk, 2018, p. 103).

Volvamos con lo de la representaciéon imaginaria. Para Klein, la intuicién
hace que cuando pensamos en un punto no nos lo imaginamos, sino que lo
sustituimos por algo concreto. Godel afirmara que los axiomas de la teoria de
conjuntos se nos imponen como verdaderos, a pesar de su lejania con la
experiencia sensorial, para esta percepcion. La intuicion matematica merece la

misma confianza que la percepcién sensorial (Godel, 1990, p. 268). Los ultimos
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resultados muestran que el sentido del namero forma parte del conocimiento del
homo sapiens, y esta presente desde la infancia, lo que lleva a definir la intuicién
bajo tres criterios: “es rapida, automaética e inaccesible a la introspeccion”
(Chudnoft, 2014, pp. 3-4).

Lo comun a la mayoria de las definiciones sobre la intuicion es que parece
ser una experiencia que lleva implicita la idea de certeza. Para Klein intuir p
significa visualizar, imaginar de manera concreta un tema abstracto: “llamemos
a esto la vision de la intuicién como ilustracion concreta” (Chudnoff, 2014, p. 4).
Para Godel intuir p, es una experiencia analoga a una percepcién sensorial. Sin
embargo, en p esta implicito el objeto abstracto que se presenta en la mente, esta
se denomina “la vision perceptualista de la intuicion”. Esta ultima visiéon nos
permite comprender el fundamento del conocimiento intuitivo. Se ha
considerado la percepcion y la intuicion matematica como fuentes del
conocimiento no inferencial. La percepcion sensorial “es una forma de obtener
informacion sobre su ambiente inmediato” (Chudnoff, 2014, p. 7).

El conocimiento sobre los nimeros y los conjuntos no se funda sobre lo
que podamos aprender de los signos y sus propiedades en una sensacion-
percepcion ordinaria. El conocimiento, en un especial sentido, se funda en la
intuicion, lo que no implica “que la intuicién da una absoluta certeza fundacional
de nuestro conocimiento” (Tieszen, 1989, p. 4). Por el contrario, si es dado por la
intuicién debe ser revisado, tanto si estamos hablando de la intuiciéon perceptual,
como de la intuicion matematica, “la evidencia dada por la intuiciéon en ambos
casos viene en diferentes tipos y grados” (Tieszen, 1989, p. 4).

Bajo el enfoque de Tieszen “la funcion de la intuicion matematica es
proporcionar evidencia para la creencia de M sobre S” (Tieszen, 1989, p. 172). “S”
es cualquier enunciado que exprese alguna intencion matematica y la verdad de
un enunciado sobre algin objeto es dada por la intuicion matematica. En este
caso, los objetos hacen referencia a los nameros naturales o los conjuntos finitos.
También la intuicién brinda evidencia sobre la verdad de enunciados generales,
gracias a los procesos de reflexion y abstraccién. Para objetos matematicos
particulares la intuiciéon tiene un caracter de referencia, de alli que puede
entenderse la funcion de la intuicién matematica en el conocimiento matematico
como analoga a la funcion de la percepcion en el conocimiento del mundo fisico.

En el conocimiento perceptivo también se considera que los procesos intuitivos
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producen evidencias sobre las creencias. En este sentido, tanto en el
conocimiento matematico como en el fisico los objetos trascienden la intuicién
real.

En la analogia que propone Tieszen, entre la percepcion y la intuicion
matematica, es importante senalar “la adecuacion”, la cual esta dada por la
intuicién en cada caso. Para que “M” crea que “S” se requiere que la intuicion
brinde la evidencia sobre “S”. En las teorias fisicas, se puede observar como en
ciertos casos, los enunciados que se refieren a objetos fisicos no son captados por
la percepcién ordinaria, como mostrarian los “objetos” de la microfisica. Tales
objetos son de un tipo diferente a los objetos perceptivos ordinarios. Y a pesar de
tal situaciéon, aan es posible argumentar que existe una diferencia entre una
simple hipoétesis y la observacion de estos objetos, asi como una diferencia entre
el conocimiento y la mera conjetura.

En el siguiente apartado nos referiremos al dilema de Benacerraf, antes de
estudiarlo, diremos algo mas, sobre los objetos de la matemaética y la intuicion.

Desde un analisis fenomenolégico de la intuicion se puede argumentar que
los objetos de la matemaética, tales como los nimeros naturales y los conjuntos
finitos, son independientes de la mente. Ahora bien, se presentan dos situaciones:

En la primera se considera que las intenciones matematicas se refieren a
objetos que existen independientemente de nosotros. Por tanto, la preocupaciéon
es sobre el conocimiento matematico de “M” al cumplir las intenciones. En la
segunda, las intenciones matematicas se refieren a las expectativas que tenemos,
en nuestra experiencia, con respecto a los objetos matemaéticos y en este caso el
cumplimiento o no de las intenciones es irrelevante. En el caso, por ejemplo, de
los niimeros naturales o los conjuntos finitos, lo que se intenta analizar son “las
secuencias de actos mediante los cuales obtenemos conocimientos de los objetos”
(Tieszen, 1989, p. 178), no preguntas metafisicas sobre los objetos.

La intuicion tiene que ver con el caracter que involucra la relacion de una
persona con su objeto de conocimiento. Cuando nos referimos a la percepcion de
objetos fisicos las expresiones para denotar esa relacion son del tipo, “a ve x, a
escucha x, a huele x, a percibe x” (Parsons, 1980, p. 146), el asunto, ahora, es
como podrian “aparecer” estas expresiones en la idea de “intuicion matematica”.
En verbos perceptuales como ver y percibir se encuentra un uso objeto-

relacional, denominado actitud proposicional, es decir, que requiere de
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enunciados complementarios, tales usos los encontramos en la intuicion
matematica.

En la intuicion matematica, las imagenes “percibidas” sélo pueden ser
usadas, una vez la evidencia racional haya dado cuenta de ellas, puesto que es
necesario distinguir claramente entre “una proposicién que es genuinamente
evidente y una que simplemente parece ser obviamente verdadera” (Parsons,
1980, p. 146). Pareciera evidente que los objetos matematicos se nos dan de
manera similar como los objetos fisicos son percibidos por los sentidos y aunque
muchos filésofos de la matematica no estan de acuerdo con esta idea, la realidad
es que la intuicion funciona “en gran medida como un concepto empirico sencillo”
(Parsons, 1980, p. 148).

Para Parsons es obvio que existe una intuicion, por ejemplo, del nimero 77
o de un tridngulo, o al menos “pareciera” como que intuimos el 7 o el tridngulo,
se pregunta ademas si éexiste alguna experiencia a la que se pueda apelar que se
encuentre cerca y sea tan indiscutible como el computador que estoy viendo? Si
alguien no comprende la relaciéon entre los casos anteriores, podria concluir que
no existe una analogia entre la percepcion sensorial y cualquiera que sea la
consciencia que se tiene sobre los objetos matematicos.

La percepcion tiene que ver con una accion fisica del objeto percibido sobre
los sentidos, al estar la percepciéon fundada sobre la accion, algunos pueden
argumentar que una relacion causal es condicion necesaria para percibir un
objeto, sin embargo, para Parsons no seria verosimil suponer “que en la intuiciéon
matematica hay una accion causal de un objeto mateméatico sobre nosotros
(presumiblemente sobre la mente)” (Parsons, 1980, p. 148). Lo que es realmente
esencial para los objetos matemaéticos es la relacion constituyente de las

estructuras a las cuales estos objetos pertenecen.

3.2 Descripcion del dilema de Benacerraf

En 1973, Paul Benacerraf escribié un articulo titulado “Mathematical Truth”
en el cual presentaba un dilema que surgia al intentar acceder al conocimiento de
los objetos matematicos. En aquella época, los temas de principal interés para los
filosofos de la matematica giraban en torno a la epistemologia (la teoria del

conocimiento) y la ontologia (el modo de existir de los objetos), mientras que la
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teoria del cocimiento mas aceptada era la teoria causal del conocimiento, y para
el modo de existir de los objetos se habia popularizado el platonismo.

En términos generales podria describirse el dilema de Benacerraf asi: si la
teoria causal funciona, entonces los objetos no pueden ser abstractos. Pero si los
objetos son abstractos, entonces la teoria causal del conocimiento no funciona.
Una posible solucion es suponer que los objetos de la matematica estan en un
tercer reino, donde no se aplica tal cual la teoria causal y que es gracias a la
intuicion que podemos conocer los objetos. En general es un problema de
epistemologia versus ontologia.

Benacerraf afirma que las motivaciones para estudiar la naturaleza de la
matematica son dos:

1. Una seméntica analoga a la del resto del lenguaje.

2. Una explicacion epistemologica razonable.

Por tanto, una explicaciéon adecuada sobre la verdad matemaética deber4 tener
en cuenta las dos preocupaciones sefialadas, situacion que a juicio del filosofo ha
sido ignorada: “me encuentro profundamente insatisfecho con cualquier
propuesta de semantica y epistemologia que pretende explicar la verdad y el
conocimiento tanto dentro como fuera de la matematica” (Benacerraf, 2004, p.
234).

La pretension de Benacerraf era buscar una teoria global de la verdad, que
permitiera certificar cuaindo una verdad matematica es en realidad la explicacion
de la verdad matematica: “la explicacion deberia implicar condiciones de verdad
para las proposiciones matemaéticas que sean condiciones de verdad de manera
evidente (y no simplemente, digamos, de su caracter como teoremas en algiun
sistema formal)” (Benacerraf, 2004, p. 239). Lo que buscaba era una explicacion
de la conexion entre el caracter del teorema y la verdad; y tal cosa so6lo se podria
lograr con una teoria general: que cuando se afirme que un enunciado es una
“verdad matematica”, en realidad sea una “verdad”.

Una explicaciéon adecuada de la verdad matemaética deberia ser consistente
con la posibilidad que implica que algunas verdades sean cognoscibles. Es decir,
la verdad matemaéatica debe conectarse con una explicacion global del
conocimiento, “de manera que haga inteligible como poseemos el conocimiento
matematico que poseemos” (Benacerraf, 2004, p. 240). Bajo esta perspectiva, es

viable pensar que los mundos matematicamente posibles deberian coincidir con
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los mundos inteligibles. Entonces, puede considerarse que las verdades
matematicas no sean necesarias “ya que seguramente es contingente que el
mundo sea inteligible. Sin embargo, es un consuelo que podamos decir a priori
que cualquier mundo inteligible es realmente descrito por las matematicas”
(Hossack, 1991, p. 179). En general, la semantica y la epistemologia deberian
encajar de manera aceptable en la matematica.

Por aquella época, la teoria mas exitosa del conocimiento era la teoria causal.
En la ciencia muy pocos se atreverian a dudar de ella. Un individuo puede
interactuar con los objetos fisicos en una relaciéon de causa-efecto, puede estudiar
este objeto gracias a sus facultades perceptivas. Por ejemplo, si se observa una
bacteria a través de un microscopio, ésta en esencia no ha cambiado nada, lo que
ha sucedido es que se han potenciado las facultades perceptivas del observador
gracias al uso de un instrumento. La bacteria sigue alli, se pueden estudiar sus
propiedades y luego extraer algunas consecuencias: inventar algo para
combatirla, conservarla para futuros estudios, en general, el individuo y la
bacteria interactaan.

En los objetos matematicos no se produce una relaciéon de tipo causal. Por
tanto, lo que sabemos sobre ellos se debe analizar en términos “de los actos y
procesos mentales que producen evidencia de nuestras creencias sobre ellos”
(Tieszen, 1989, p. 69). En segundo lugar, los objetos matematicos no tienen la
propiedad de manifestarse en el espacio y el tiempo, lo cual es imposible por su
propia naturaleza. En tercer lugar, los objetos matematicos no se dan de
inmediato a la intuicion, puesto que esta no es una propiedad de los objetos
categoriales, al estar basados en actos subyacentes se dan de manera “mediata”,
es decir, después de un proceso de intuicion. En cuarto lugar, puede decirse que
los objetos matematicos por si mismos, independientes de alguna estructura, son
indeterminados. Para la aritmética, por ejemplo, s6lo seran relevantes las
propiedades de los nimeros que surjan de las relaciones entre si, es decir, se
requieren operaciones y leyes que se cumplan para cualquier objeto de la
aritmética.

Mucho se ha escrito sobre los procesos requeridos para brindar evidencia
tanto de los nimeros naturales como de los conjuntos finitos. Asi mismo, para
diversos autores no es necesario un analisis causal para investigar las

construcciones matematicas. Entonces es obvio que las construcciones
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matematicas pueden estudiarse independientemente de las consideraciones
causales y “que, interpretadas adecuadamente, pueden considerarse como los
procesos que proporcionan el conocimiento matematico” (Tieszen, 1989, p. 180).
Aun cuando los objetos matematicos son “abstractos” y no obedecen a relaciones
causales, no tenemos impedimento para tener conocimiento sobre ellos.

En su intento por explicar la verdad y el conocimiento matematico, Benacerraf
aborda dos concepciones: la estandar y la combinatoria.

Para él, la concepcion estandar corresponde con la explicacion platonista:
“esta explicacion asimila la forma l6gica de las proposiciones matematicas a la de
las empiricas, aparentemente similares: tanto las proposiciones matemaéticas
como las empiricas contienen predicados, términos singulares, cuantificadores,
etc.” (Benacerraf, 2004, p. 241). En el platonismo se asume que los objetos
matematicos estan en un tercer reino, el cual no es ni fisico, ni subjetivo.

Es claro que aprender las verdades matemaéticas no es lo mismo que aprender
que ciertas proposiciones matemaéticas tienen condiciones de verdad. Por
ejemplo, Ramanujan obtuvo su conocimiento matematico a pesar de no conocer
las demostraciones, por lo que “el desafio de Benacerraf no era proporcionar una
forma posible para que las personas adquieran conocimiento matematico, sino
mas bien explicar como las personas realmente obtienen conocimiento
matematico si el platonismo es cierto” (Daly & Liggins, 2014, p. 231).

Ahora bien, si se acepta la teoria causal del conocimiento para los objetos
fisicos, la forma de interactuar con ellos es a través de la facultad perceptiva, de
manera que no se requiere de un proceso de intuiciéon. Sin embargo, si se acepta
esta teoria, deberia funcionar para conocer todos los objetos que yo tenga que
conocer, es decir, que estén ahi, y yo pueda de alguna manera estudiar y
justamente esto no ocurre en las matematicas porque sus objetos de estudio son
abstractos. Bajo esta postura el dilema de Benacerraf se hace mas evidente,
porque deberia suceder una de dos cosas: o rechazamos el platonismo, es decir,
el modo de existir de los objetos matematicos como independientes de nosotros
(no espacio-temporales) o renunciamos a la teoria causal del conocimiento.

Para muchos pensadores el conocimiento de los objetos matematicos tiene un
caracter empirico dado que nuestro conocimiento sobre ellos es a posteriori. Tal
afirmacion lleva al asunto tratado por el dilema de Benacerraf: élos objetos

matematicos cumplen la teoria causal? Aqui la causalidad se abordaria desde el
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papel que juegan los objetos dentro de la teoria cientifica: “es suficiente senalar
que el desafio de Benacerraf al platonismo depende explicitamente de una ahora,
en gran medida, desacreditada epistemologia de la teoria causal del
conocimiento” (Alcolea, 2006, p. 246). Nos interesa mas que la existencia de los
objetos matematicos, la objetividad de los mismos, lo que lleva a una pregunta
que siempre ronda éexisten los objetos matematicos?

La segunda concepcion es la combinatoria, cuyas raices son epistemologicas:
“comienza con la proposicion de que, aparte de lo que los “objetos” de la
matematica puedan ser, nuestro conocimiento se obtiene de las demostraciones”
(Benacerraf, 2004, p. 249). En este caso, el conocimiento matematico se obtiene
gracias a las demostraciones, que son en efecto un medio de producciéon y
transmision lingiiistico. Asi que se busca el fundamento de la verdad en las
demostraciones. Este tipo de concepcion ha tenido una mayor aceptacion, puesto
que no estd acompanada del halo de misterio en cuanto a como se obtiene el
conocimiento: “afiadamos esa toma de conciencia a la creencia de que la
matematica es una criatura engendrada por nosotros, y no es sorprendente que
uno busque actos de concepcion para explicar el parto” (Benacerraf, 2004, p.
249).

Entonces, los formalistas consideran que un enunciado es verdadero si es
posible su demostracién a partir de axiomas y bajo un procedimiento que cumpla
las leyes de la logica: “asi, la fuente bésica del conocimiento matematico habitual
es la demostracion, técnica esencialmente sintactica, que no necesita aceptar
ningan tipo de semantica referencial” (Rodriguez Consuegra, 2004, p. 229). A
pesar de que el teorema de incompletitud de Godel mostré que no se puede
identificar verdad con demostracion, muchos matematicos continuaban con esta
relacion, por tanto, aceptar una vision combinatoria del conocimiento sélo es
posible en un sentido practico y profesional, no teoérico ni filosoéfico.

Podriamos introducir como una concepcion combinatoria, la postura del
intuicionismo. A diferencia de los platonistas, para quienes la mente es un espejo
que no crea los objetos, sino que simplemente los refleja (reconoce), para los
intuicionistas los objetos son dados a la mente, gracias a la intuicion. En este caso
no habria forma de separar el modo de existir de los objetos de su forma de
conocerlos, es decir, que el intuicionismo fusiona la epistemologia y la semantica,

lo que significa que el individuo y su pensamiento son un solo aparato para
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construir objetos matematicos. Si esto fuera asi, al mismo tiempo que los
construyo estoy sabiendo cosas de ellos y esa es la identificacion entre la teoria
del conocimiento, la epistemologia y la semantica.

Para el intuicionismo la deduccion no es la tinica técnica que permite probar
una afirmacion. Mas adn, si se busca algo més que la logica para realizar una
prueba se debe recurrir a la intuicion. Sin embargo, algunos asumen que, si no se
confia en la deduccidn sino en la intuicién de las propiedades, por ejemplo, de un
diagrama, no se puede afirmar que se toma como un objeto arbitrario. Construir
un objeto para los intuicionistas, implicaria que al mismo tiempo que es exhibido,
pueda ser conocido y reconocidas sus caracteristicas o propiedades. Por tanto,
una proposicion en matematicas es verdadera si a través de la construccion de un
objeto y la verificacion de sus propiedades el individuo encuentra que
corresponde con la proposicién.

Estas concepciones combinatorias también fallan, dado que no explican cémo
conectar las “llamadas ‘condiciones de verdad’ con la verdad de las proposiciones
para las cuales son condiciones” (Benacerraf, 2004, p. 252). Establecer
convenciones no garantiza la verdad, por el contrario, la existencia de la
inconsistencia prueba que la verdad no se ha logrado. En suma, la definicién
implicita y la postulacién convencional son incapaces de llevar a la verdad.

Como hemos estudiado, cualquier explicacion sobre la verdad matematica
debe tener en cuenta dos requisitos: uno semantico y otro epistemologico. La
semantica es necesaria si estamos interesados en que los enunciados
matematicos se refieran a entidades reales y la epistemologia es necesaria, si
queremos que los enunciados matematicos presupongan algin tipo de
conocimiento de las entidades a las que se refieren los términos de esos
enunciados. Algunos seguidores del realismo creen en la existencia de los objetos
matematicos y en la verdad de las afirmaciones independiente de las capacidades
cognitivas de los individuos, “asi, la cuestién ontologica basica se asienta en la
naturaleza de esos objetos, resumiéndose — habitualmente — en la pregunta de
si esas entidades son acontecimientos o productos mentales o existen
independientemente de la actividad mental” (Moretti, 1991, p. 139).

El cuerno semantico del dilema de Benacerraf nos hace pensar en la necesidad
de desarrollar una semantica exitosa que sea una alternativa a la usual. De lo

contrario “no tendremos ninguna explicacién de por qué las técnicas logicas
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pueden reconstruir adecuadamente las inferencias aceptadas por los
matematicos, que conducen a teoremas cuya utilidad se hace sentir en la fisica”
(Orayen, 1991, pp. 131—132), puesto que no es por casualidad que la teoria logica
se aplica de manera satisfactoria a las teorias matematicas usuales. Por otro lado,
adoptar el cuerno epistemologico del dilema implica “revisar nuestra explicacion
de la eficacia de la légica en ciertos dominios y plantea algunos enigmas de
interés” (Orayen, 1991, pp. 131—-132).

Para Benacerraf, las explicaciones sobre la verdad matematica no han podido
satisfacer estas dos condiciones, s6lo una a expensas de la otra: cuando se aplica
la seméantica a los enunciados matematicos, no se puede explicar como se conocen
las entidades a las que se refieren tales términos. Y por el otro lado, si a los
enunciados matematicos se les aplica un patron de conocimiento, debe dejarse de
lado la semantica referencial. Se requiere del cuerno de la semantica y de la
epistemologia, pero elegir uno conlleva fallar en el otro. En general, la disputa
entre los platonistas y sus contradictores tiene sentido cuando se hace referencia
a la forma como se les atribuye el significado a las oraciones. Dado que lo
fundamental es la objetividad de las oraciones aritméticas y no de los nimeros,
el problema en el realismo se convierte en un problema de tipo seméantico.

Asi, “las leyes se elaboran en términos generales, pero se inspiran en
situaciones concretas, que son las que los legisladores tienen en mente al
redactarlas” (Rodriguez Consuegra, 2004, p. 228). De esta forma el dilema de
Benacerraf tiene como funcién denunciar a quienes s6lo cumplen uno de los
requisitos a expensas del otro. Como ya se mencion0, quienes incumplen son los
platonistas (realistas como Godel) y los formalistas que usan un esquema
sintéctico de la verdad. Los primeros toman por verdaderos los términos a los que
se refieren los enunciados matematicos, pero fallan cuando intentan explicar
como se pueden conocer esos términos involucrados. Los segundos (cuyo
principal representante es Hilbert) aceptan el conocimiento que se obtiene por
medio de las demostraciones, pero fallan al justificar ese conocimiento
referencial, pues niegan que los términos que se toman por verdaderos designen
entidades reales.

El dilema que plantea Benacerraf parece muy dificil de resolver: o se afirma
que el lenguaje matematico se refiere a objetos abstractos (clases, nimeros) o se

niega este postulado. Si se acepta el primero seria muy dificil explicar el
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conocimiento matemaético (teniendo en cuenta que la teoria predominante era la
teoria causal del conocimiento). En el segundo caso, se pierde la explicaciéon
semantica (estandar) de la nocion de verdad matematica. Para Benacerraf, ni la
postura del conocimiento estandar (platonismo), ni la postura combinatoria
(formalistas, intuicionistas o convencionalistas), en realidad explican qué es la
verdad matematica.

Del dilema propuesto por Benacerraf, parece concluirse que lo que es
necesario para la verdad matematica; hace imposible el conocimiento
matematico. Esto parece increible, “ya que desde la época de los griegos, las
matematicas se han tomado como el cuerpo de verdad mas absoluto del que
tenemos el conocimiento mas seguro” (Hart, 1991, p. 87).

En la filosofia de la matematica un problema puede formularse desde un
punto de vista metafisico o uno epistemologico. En el primero, “la verdad
requiere que se haga referencia a objetos: asi, puesto que es verdad que hay una
infinidad de niimeros primos, hay una infinidad de nimeros primos” (Hart, 1991,
p. 103). Por tanto, los nimeros que son objetos abstractos y por ende
completamente inertes no pueden entrar en una relacion causal. En el segundo
punto de vista, el epistemologico, “el conocimiento se entiende mejor en términos
de una transaccion entre el sujeto cognoscente y los objetos por virtud de los
cuales es verdadero lo que él conoce” (Hart, 1991, p. 103). La percepcion es el
modo aceptado de tal transaccion y ella es causal por naturaleza.

Asi pues, por una parte, la verdad matematica requiere que haya objetos de
los que estamos causalmente aislados mientras que, por otra parte, el
conocimiento en general y, por esto, el conocimiento matemético en particular
requiere que haya objetos a los que tengamos acceso causal. Dicho brevemente,
lo que parece necesario para la verdad matemaética, hace imposible el
conocimiento matematico. (Hart, 1991, p. 103).

Benacerraf ha rechazado las entidades abstractas usando argumentos
epistémicos: “los objetos que se conocen deben estar en alguna suerte de conexiéon
causal, directa o no, con el sujeto cognoscente” (Orayen, 1991, p. 135). Lo que lo
lleva a concluir que no es posible que el individuo pueda conocer las entidades
abstractas, dado que ellas no estan en el espacio-tiempo y son causalmente
inertes: “el argumento no conduce a la recusacién de entidades abstractas en

general; mas bien lleva el rechazo de entidades abstractas que puedan ser
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conocidas por nosotros” (Orayen, 1991, p. 135). Ahora bien, abandonar
totalmente las entidades “causalmente inertes”, traeria como consecuencia una
limitada capacidad de nuestras teorias para describir “hechos l6gicos” que son
plausibles en la realidad. Por ejemplo, los nimeros son contables, lo que seria
incompresible si no se tratara de objetos. A Frege también le parece claro “que los
nimeros no pueden ser objetos internos ni externos al modo del mundo fisico.
Esto es, de ellos no tenemos intuicién alguna; no son dados ni al sentido interno

ni al externo” (Rodriguez Consuegra, 1991, p. 147).

3.3 Soluciones al dilema de Benacerraf

Recordemos el dilema. Si los objetos de la matemética no existen como entes
abstractos, deberian estar en el reino de lo concreto y bien sabemos que dichos
objetos no son de la misma naturaleza que, por ejemplo, mi cuerpo que soy capaz
de percibir con mis 5 sentidos. Por otro lado, la teoria del conocimiento
reconocida por muchos era la teoria causal, propia de los objetos concretos. Lo
anterior significa que o bien la teoria causal del conocimiento no es apta para las
matematicas, o bien el modo de existir de los objetos matematicos no es apto para
esa teoria del conocimiento, de modo que surge el dilema: aceptar la teoria causal
del conocimiento implicaria la imposibilidad de conocer los objetos matematicos,
si es que existen. Pero si se acepta la existencia de los objetos matematicos,
entonces la teoria causal del conocimiento no permitiria conocerlos.

Una posible solucién al dilema consistiria en mostrar que los objetos de la
matematica estan en un tercer reino, diferente al espacial y al interno. Y entonces
una forma de tener conocimiento sobre el modo de existir de esos objetos es a
través de la intuicion. Ahora bien, debemos sefalar que “cualquier solucién
aceptable al dilema de Benacerraf tendrd que ofrecer una explicacion del
conocimiento empirico y matematico que evite, entre ellos, un ‘doble estandar’
(Godlove, 2011, p. 455).

Tenemos el mundo 1 de los objetos concretos, fisicos (espacio), el mundo 2 de
los estados de conciencia, del conocimiento subjetivo (tiempo) y un tercer mundo
seria el mundo de los conocimientos objetivos.

Antes de abordar esta idea sobre el mundo 3, diremos algo sobre los mundos

1y2.
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En el mundo 1 encontramos los eventos fisicos, los biolégicos, en fin, todo lo
relacionado con el cuerpo y el mundo fisico. En el mundo 2, encontramos los
estados de conciencia, los psicolégicos o mentales. Estos dos mundos se
interrelacionan y uno puede ejercer influencia sobre el otro, “un dolor de muelas
constituye un buen ejemplo de un estado que es a la vez mental y fisico” (Popper
& Eccles, 1993, p. 42). En el estudio de los problemas psicofisicos, algunos
consideran que la interaccion sucede en el cerebro, lo que implica una discusion
sobre la relacion “cerebro-mente”. Por supuesto que este tema de la interaccion
es mucho méas complejo de estudiar. Sin embargo, es necesario abandonar la idea
de tener un conocimiento completo y pleno, por tener una descripcion detallada
que pueda brindarnos una comprension parcial de la mencionada relacion.

Si nosotros consideramos que la intuicién matematica es ese proceso que se
origina por el interés de comprender o resolver (mundo 2) un problema cuyo
origen puede estar en un hecho fisico o matematico (¢émundo 1y mundo 2?) y que
luego de la intervencion de los actos de conciencia (mundo 2) y la experiencia
matematica del individuo (¢mundo 1 exclusivamente?) puede ser resuelto y
puesto a prueba bajo los formalismos (émundo 1 o 2?) de la comunidad
académica, entonces pareciera que la intuicion también se relaciona con el
problema mente-cuerpo.

Este problema puede abordarse desde una nueva perspectiva, a saber,
introduciendo un mundo 3, el mundo de los objetos del pensamiento, el mundo
producido por la mente humana. “Por Mundo 3 entiendo el mundo de los
productos de la mente humana, como las historias, los mitos explicativos, las
herramientas, las teorias cientificas (sean verdaderas o falsas), los problemas
cientificos, las instituciones sociales y las obras de arte” (Popper & Eccles, 1993,
p- 44). Los objetos de este Mundo 3 son obra de los individuos, o grupos de ellos.
En este mundo 3 “habitan” los objetos y las proposiciones de la matematica.

Supongamos que se desea resolver un problema. El primer paso sera intentar
comprender (mundo 2) el mencionado problema. Es decir “un intento procedente
del Mundo 2 de captar un objeto del Mundo 1” (Popper & Eccles, 1993, p. 45).
Ahora bien, aunque los libros existentes (mundo 1) permiten encontrar
informacion, no siempre llevaran a la solucion del problema, se requiere algo

mas, “tal cosa puede entranar un esfuerzo creador, necesario para captar la
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situacion problematica abstracta de un modo mas adecuado que antes, si es que
resulta posible” (Popper & Eccles, 1993, p. 45).

Una vez que se tiene la posible solucion, esta es discutida y modificada segin
la légica o nuevos experimentos, “tan sbélo después de estos esfuerzos
intensamente intelectuales puede descubrir alguien una posible aplicacion
técnica de gran alcance, que actiie sobre el Mundo 1” (Popper & Eccles, 1993, p.
45). Para algunos esto no explica suficientemente la idea de un Mundo 3, dado
que esta puede ser la conducta académica y social de cualquier individuo. Lo que
Popper quiere defender es el actuar de los cientificos por lo que los problemas y
las teorias deben ser objeto de estudio y critica. Aunque las teorias son productos
del pensamiento humano se puede aceptar que tienen cierto grado de autonomia,
“objetivamente, pueden tener consecuencias en las que nadie ha pensado todavia
y que pueden ser susceptibles de descubrimiento” (Popper & Eccles, 1993, p. 45).
Entonces el Mundo 3 es un producto humano en su origen, pero una vez que las
teorias existen parecen tener “vida propia” produciendo consecuencias que antes
no eran visibles; que podrian desencadenar en nuevos problemas.

Muchos objetos del mundo 3 también estan en el Mundo 1 (libros,
computadoras, partituras), otros a su vez pertenecen al mundo 2 y al 3 (teorias,
poemas), dado que sabemos de ellos por recuerdos o intenciones. Esto no implica
que puedan existir objetos en el mundo 3 que sean incorpoéreos o inintencionados,
en este caso, encontramos los nimeros, las teorias cientificas o los problemas
matematicos. Los objetos del mundo 3 no estan absolutamente desligados de los
otros dos mundos.

Muchos de los objetos del mundo 3 ya existen antes de que nosotros
accedamos de manera consciente a ellos, pero porque fueron creados o
inventados por nuestros antecesores. Sin embargo, la bisqueda de un camino
objetivo hacia su solucién implica la independencia y la realidad de estos objetos.
En esta interaccion con los objetos del mundo 3 podemos plantear problemas
nuevos u otras maneras de resolver problemas ya existentes. Algunos problemas
insolubles en épocas antiguas han sido solucionados con nuevas teorias y otros
han sido demostrados como imposibles de solucionar.

Es importante asumir que los objetos del mundo 3 pueden ser incorporeos, de
esta forma se puede erradicar aquella creencia que implica que la comprensién o

captacion de estos objetos abstractos, tiene que ver tinicamente, con los objetos
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sensibles. Asi, la forma de captar los objetos del mundo 3 no necesariamente
depende de que los objetos estén relacionados con nuestros sentidos.

Mi tesis es la de que la mente humana capta los objetos del Mundo 3

por un método que, si no siempre es directo, es el menos indirecto (y

que discutiremos); un método que es independiente de su

incorporacion y que, en el caso de aquellos objetos del Mundo 3 (como

los libros) que pertenecen también al Mundo 1, hace abstraccion del

hecho de su incorporaciéon. (Popper & Eccles, 1993, p. 49).

Tal vez este método es la intuicién, no al modo definido por Plat6n, sino
como un proceso que puede “partir” del Mundo 1 0 2, que gracias a su interaccion
con los objetos del Mundo 3, los tranforma y lleva a la invencién de nuevas
teorias; para volver a ser insertados de una nueva manera en los mundos 1 o 2.

Ahora bien, en este tercer reino, el del conocimiento objetivo, encontramos
lo que es independiente de nuestra consideracion. Este mundo, en cierto sentido,
es tan real como el de los objetos concretos puesto que es patrimonio comtn de
muchos, es el mundo de las matematicas y del lenguaje.

La doctrina que asegura que los objetos matematicos pertenecen a un tercer
reino, que no es fisico ni subjetivo, es propio del platonismo, “caracterizamos los
objetos abstractos solo negativamente: no estan en el espacio ni en el tiempo, y
no interacttian causalmente con la materia” (Hossack, 1991, p. 159). Ahora bien,
la pregunta que surge es: écomo es que sabemos algo sobre ellos? Para Godel, la
intuicion matemaética es la encargada de permitirnos el acceso intelectual a este
mundo. Esta postura es un poco oscura, puesto que no es facil entender como una
mente material puede interactuar con objetos abstractos, més atin es complejo el
proceso que la mente puede hacer para contemplar objetos sin la mediacién de
los sentidos.

Bien sabemos que los objetos de la matematica no estan en el mundo de lo
concreto. Brouwer, por su parte, creia que estaban en el mundo de los estados de
conciencia, autodenomindndose como un psicélogo introspectivo. Buscar los
objetos de la matematica en la mente, implicaria que cada uno tendria una idea
diferente de lo que se deberia entender por el “namero”, dado que lo que esta en
la conciencia es privado y subjetivo. Por tanto, la idea del tercer reino parece la

mejor alternativa.

95



Otros fil6sofos y matematicos buscan la repuesta del acceso a los objetos de
la matematica en las pruebas logicas, pero esta consideracion, también ha
mostrado que el s6lo dominio del lenguaje matematico no lleva a la construccion
de grandes teorias, se requiere de la intuicién. La prueba matematica debe
mostrar un método puesto que “nuestro acceso epistémico al hecho matematico
se compara mejor no con intuiciones de objetos, sino con la adquisiciéon de una
habilidad practica” (Hossack, 1991, p. 169). Esta nueva perspectiva, cuestiona
aquellas doctrinas que sostienen que los términos matematicos se refieren a
objetos y que las demostraciones son simples deducciones légicas; “en su lugar,
proponemos que captar un concepto matematico requiere dominar de forma
tipica una técnica o un procedimiento asociado, y que diferentes demostraciones
cuentan con que nosotros reflexionemos acerca de qué resultados tendran los
procedimientos pertinentes” (Hossack, 1991, p. 181).

Los individuos interesados por la ciencia, por ejemplo, pueden extraer
informaci6n del mundo de los objetos fisicos. Mas atin, podriamos afirmar que el
origen de los objetos matematicos est4 en este mundo, es decir, no son inspirados.
Penelope Maddy nos ejemplifica esta idea cuando afirma que ver un cartén con
12 huevos, nos lleva a la nociéon de conjunto y gracias a nuestras facultades
mentales tales como la abstraccion podemos extraer conclusiones, profundizar y
construir el concepto de “conjunto”. Ahora bien, el primero que introdujo la idea
de conjunto fue Cantor épor qué? Porque esta idea no surge directamente del
contacto con la realidad y él tenia un conocimiento muy amplio de la matematica.
Aunque en los siglos XIX y XX la matematica sufre un proceso brutal de
abstraccion (teoria de conjuntos, algebra, geometria no euclidiana), no puede
perderse de vista, que probablemente el origen tltimo esta en el mundo fisico, no
en vano los matematicos suefian con que todo lo que hacen vuelva a servir para
estudiar algo que se encuentre en dicho mundo.

En la busqueda de disolver el dilema encontramos las ideas de Georg Kreisel
sobre rigor informal, recogidas en el articulo de expuestas en el articulo de
Gregory Lavers “Benacerraf’s dilemma and informal mathematics”. Kreisel
defiende la opinidn de que los axiomas se alcanzan mediante un examen riguroso
de nuestras nociones informales, en lugar de imponerse o “llegar” por ensayo y
error. De ahi que “la vision resultante no hace frente a obstaculos metafisicos o

epistémicos insuperables” (Lavers, 2009, p. 769). Es decir, se satisfacen los dos
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cuernos del dilema de Benacerraf. Para Kreisel, aunque la formalizacién en
matematicas es importante, el razonamiento comienza con el analisis de nociones
intuitivas.

Visto asi, el dilema de Benacerraf no dependeria de la teoria causal y si las
matematicas son indispensables, como se han considerado habitualmente:

¢Cémo podria responder un indispensabilista a este desafio? La

respuesta corta es que el argumento de indispensabilidad nos dice que
alcanzamos el conocimiento matematico exactamente de la misma
manera que alcanzamos otras formas de conocimiento, es decir, por

los métodos hipotético-deductivos de la ciencia. (Alcolea, 2006, p.

247)

Para entender como proceden los matematicos en su trabajo es necesario
examinar las nociones intuitivas para determinar sus propiedades, lo que se
denomina “rigor informal”, postura rechazada por el pragmatismo, puesto que en
esta doctrina lo importante es la fecundidad de las ideas mas que su fidelidad, “el
positivismo, por otro lado, sostiene que el contenido de nuestras nociones
intuitivas reside exclusivamente en las operaciones formales que realizamos con
ellos” (Lavers, 2009, p. 772). Sin embargo, para Kreisel, tenemos una
comprension que va mas alla de lo que se puede alcanzar con las solas
formalizaciones.

Cuando se desea refutar aquello de las “nociones intuitivas”, se cita el
problema de las paradojas, porque se asume que ellas muestran que la idea
intuitiva de conjunto no era fiable. Ahora bien, lo que se olvida es que en la época
se tenia un concepto vago producto de “una mezcla de tres nociones intuitivas:
conjuntos de individuos, conjuntos de algo (que satisface solo un axioma de
comprension restringido) y propiedades o intenciones” (Lavers, 2009, p. 773).
Entonces, gracias a este analisis intuitivo de la mezcla de nociones, es decir, la
descripcion de la estructura tipo, fue posible “llegar” a los axiomas, los cuales
constituyen un registro y no un instrumento de aclaracién.

Kreisel considera absurdo rechazar las nociones intuitivas s6lo porque no
satisfacen, en algunos casos, las explicaciones teoéricas. Mas aun, él no esta
interesado en encontrar una teoria que explique detalladamente como algunos
matematicos o fisicos han llegado a sus nociones intuitivas exitosas: “por

ejemplo, como los fundadores de la dindmica establecieron ecuaciones de
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movimientos para cuerpos rigidos o fluidos ideales sobre la base de impresiones
cualitativas y conclusiones cuantitativas derivadas de estas ecuaciones” (Lavers,
2009, p. 774).

Podemos asumir, insistira Kreisel, que “antes de la formulacion de un
sistema de axiomas, existe al menos una comunidad que comparte una nocién
informal” (Lavers, 2009, p. 775). Aun asi, esta forma de hacer matematicas no
compromete ninguna vision metafisica en particular. Que no tengamos la
capacidad de explicar completamente como funcionan las matematicas
informales, no implica que no podamos tener alguna idea de como funcionan.

Llegar a los axiomas gracias a las nociones intuitivas no es un proceso
misterioso, pues alli han sido necesarias instancias directas. El punto es asumir
que no se formulan los axiomas sobre el ensayo y error, sino sobre una
matematica informal, es decir, que existen unas nociones intuitivas que se
analizan antes de la formulacién y en relacién con la cual los axiomas son
verdaderos.

Si examinamos nuestras intuiciones con suficiente cuidado, podemos

determinar, por ejemplo, una respuesta a la hipétesis del continuo...

Deberiamos sostener que un examen de nuestras nociones intuitivas

puede conducir a un axioma adicional que resuelva la hipétesis del

continuo. Sin embargo, no veo por qué deberiamos sostener
dogmaticamente la idea de que, en principio, todas las preguntas

matematicas interesantes pueden ser respondidas. (Lavers, 2009, p.

776)

No se esta afirmando que las nociones intuitivas sean universales o innatas,
s6lo que algunos matemaéticos tienen nociones informales coherentes que
preceden la axiomatizacién y que, a su vez, les permiten reconocer la verdad de
los axiomas. Para Kreisel “nuestras nociones intuitivas son una fuente de
axiomas, pero no se afirma que estos axiomas sean independientemente
verdaderos” (Lavers, 2009, p. 781).

Tener en cuenta esa idea de las “matematicas informales” implica una
comprension mas amplia de los objetos matemaéticos, con muchas otras
propiedades que las establecidas por los sistemas formales, de manera que podria
ser una alternativa para disolver el dilema de Benacerraf. No existe ningin

problema en hacer matematicas informales, dado que segiin la opinion de Frege,
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mientras se establezcan las condiciones de verdad apropiadas se puede explicar
el conocimiento de los objetos abstractos, es decir, desaparecen los “problemas
epistémicos o metafisicos con respecto a nuestro conocimiento de verdades
matematicas” (Lavers, 2009, p. 784).

Desde la fenomenologia se da una perspectiva diferente al dilema de
Benacerraf, puesto que no se asume que la intuicion proporcione un
conocimiento completo de la verdad de los objetos matematicos. Para Husserl, la
verdad es una idea reguladora. Para una descripcion tarskiana, la verdad tiene
que ver con las condiciones de verdad “ideales” o “absolutas”, que corresponden
a un conocimiento maximo. Como se ha mencionado, en este caso las condiciones
de verdad, pueden ser las condiciones bajo las cuales un enunciado matemaético
puede decidirse gracias a la intuicion, en suma, “nuestro conocimiento solo puede
aproximar el ideal en mayor o menor grado. Esperar mas a la luz de los limites de
nuestras habilidades intuitivas no seria razonable” (Tieszen, 1989, p. 181).

Para Husserl, no existe evidencia absoluta que se ajuste a la nocién de
verdad absoluta, cualquier verdad que “busquemos” caera en las relatividades
propias de su naturaleza, en este contexto, Husserl se pregunta ¢qué pasa si tanto
la relatividad de la verdad o la verdad absoluta tuviesen legitimidad y cada una
exigiera a la otra? Una respuesta implicita a esta pregunta conlleva una forma
especifica de ver la matematica, bien sea una concepcién platonica de la verdad
matematica o una concepcién constructivista del conocimiento matematico.

Puede observarse que una “verdad ideal” se convierte en esa idea reguladora
hacia la cual apunta el conocimiento “perfecto” o “completo”. Podria afirmarse
que una vision platénica implica una verdad completamente determinada, en este
sentido Kant afirmaria que la razén conduce a esta postura y que es un estandar
con el cual se puede medir nuestro conocimiento en cualquier momento. Sin
embargo, este sentido absoluto no es tan evidente en las matematicas altamente
desarrolladas, puesto que su naturaleza involucra relatividades.

Husserl nos invita a entender la verdad matemética como una verdad dentro
de sus posibilidades, lo que evitaria, por un lado, el relativismo escéptico y por el
otro, un absolutismo légico o matemaético. La postura de Husserl no afirma, por
ejemplo, que la teoria de conjuntos o el conocimiento aritmético elemental sean
absolutamente ciertos y seguros, “simplemente no tenemos y no podemos tener

la evidencia para garantizar eso” (Tieszen, 1989, p. 182), solo tenemos la
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evidencia de la verdad de algunas afirmaciones matematicas. Ninguna de las dos
posturas (la escéptica o la absolutista) podria darnos una imagen precisa del
conocimiento matematico.

Como hemos mencionado, una posible solucién al dilema propuesto por
Benacerraf es la intuicion matematica. Y uno de sus representantes es Charles
Parsons quien, para empezar, diferencia entre los objetos cuasi-concretos y los
abstractos puros, es decir, objetos que ‘pertenecen’ a objetos concretos de uno u
otro tipo, y los objetos que no (conjuntos y nameros de varios tipos). Para
Parsons, los objetos de la intuicion matematica, “estan restringidos a lo cuasi
concreto. En particular, niega que pueda haber una intuiciéon de los nimeros
naturales en si mismos, y presumiblemente tomaria la misma opinién con
respecto a cualquier otro tipo de objetos abstractos puros” (Hale & Wright, 2002,
p. 105). Parsons reconoce un tipo de intuicion esencialmente matematica, de
tipos de simbolos y expresiones, que pueden ser reconocidos por el lenguaje
comun. La intuicién matemaética no es un concepto epistemologico aislado, que
s6lo se puede aplicar a las matematicas puras, “sino que debe estar tan
estrechamente relacionado con los conceptos por los cuales describimos la
percepcion y nuestro conocimiento del mundo fisico” (Hale & Wright, 2002, p.
106).

El problema epistemologico de Benacerraf, puede ser resuelto de una
manera novedosa, segin los naturalistas. La respuesta que propone Fedyk (2018)
es un analisis naturalista puesto que implica dividir “el proceso de formacion de
conceptos matematicos y proposiciones del proceso de justificar creencias que
involucran los mismos conceptos ya propuestos” (p. 91). Asi mismo, asumira que
para captar y formar conceptos matemaéticos se requiere de la intuicion
“inspiradora” y que la utilidad de estos conceptos se “mide” con relacion a la
evidencia de su verdad, lo que permite que sirva como justificacion. Entonces “si
bien las intuiciones son procesalmente instrumentales en la formacion de
creencias matematicas (justificadas), una intuicion en si misma no es
(normalmente) lo que transmite la justificacién” (p. 91).

Benacerraf anhela una teoria integral de la verdad que se aplique a todos los
casos tanto de las creencias matematicas como de las no matematicas. También
busca la idea del concepto de verdad, como una verdad exacta. Este desafio de

Benacerraf ha sido considerado desde nuevas perspectivas gracias a las diversas
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formas de representar fragmentos de la naturaleza, a saber, modelos, graficas,
tablas, etc.

Segun esta alternativa, se debe rechazarla la vision de un mundo que
consista s6lo de hechos identificables, nicamente, con un conjunto de
proposiciones. Por tanto, la idea de una representacién exactamente verdadera
no evidencia como esas verdades se corresponden con el mundo, es decir, los
hechos son el tipo de cosas que se pueden describir a la perfeccion, aunque se use
un lenguaje matematico. El dilema de Benacerraf invita a eliminar la idea de
verdad como verdad exacta. Asi, “un naturalista inspirado por este trabajo en
filosofia de la ciencia puede buscar una teoria de como las afirmaciones
matematicas pueden ser inexactas o aproximadamente verdaderas” (Fedyk,
2018, p. 96), esto se explica con la distinciéon entre los usos dirigidos por el
significado y los dirigidos por el mundo.

Este cambio, en el que las creencias matematicas y las no matematicas dejan
de ser exactamente verdaderas, no excluye la existencia de una relaciéon causal
entre el discurso relevante y su objeto (segunda parte del desafio). Fedyk (2018)
explica el problema de Benacerraf en los siguientes términos: asi como las
afirmaciones no matematicas pueden ser aproximadamente verdaderas, las
afirmaciones matematicas también pueden ser aproximadamente verdaderas, es
decir, “para que X sepa que S es aproximadamente cierta, debe haber alguna
relacion causal entre X y los referentes de los nombres, predicados y
cuantificadores de S” (p. 96).

Una primera parte de la solucion al problema es interpretar las intuiciones
como ejemplos del uso de las intuiciones dirigidos por el significado que implican
a su vez conceptos matematicos especificos. El contenido proposicional de estas
intuiciones son enunciados matematicos. Estas intuiciones son evidencias sobre
algo muy especifico y limitado, “ya que no hacen mas que explicitar el contenido
de cualquiera de los conceptos matematicos que estén implicados en las
intuiciones relevantes” (Fedyk, 2018, p. 96), lo que muestra el error en que se
incurriria al preguntar por la verdad o falsedad del contenido proposicional de
una intuicion.

La intuiciéon dirigida por el significado deja el espacio para la distincion
entre usar la prueba como vehiculo para adquirir conceptos, y usarla para

establecer ciertas verdades matematicas,
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En este punto de vista, analizar las pruebas en la imaginacion de uno

es una forma de obtener la intuicién de que los nimeros racionales son

densos en los reales sin tener que asumir necesariamente un

compromiso ontologico con estos dltimos. (Fedyk, 2018, p. 98)

Las intuiciones dirigidas por el significado implican conceptos matematicos,
los cuales son instrumentos para la produccion del conocimiento matematico. La
obtencion de intuiciones conlleva la precision de los conceptos. De ahi que utilizar
una prueba matematica para obtener intuiciones dirigidas por el significado se
convierte en un procedimiento instrumental para adquirir ciertos conceptos
matematicos, mas no se sigue de esto que los conceptos asi aprendidos sean falsos
o verdaderos.

Bajo esta teoria, la intuicibn matematica es un proceso que permite al
individuo formar creencias matematicas. Estas creencias se producen gracias a
los conceptos matematicos, y estos conceptos a su vez, son adquiridos por el “uso
de intuiciones dirigidas por el significado” (Fedyk, 2018, p. 103). Debe aclarase
que no se estan utilizando estas intuiciones dirigidas por el significado para
captar un sinfin de conceptos matematicos.

En suma, no se requiere encontrar en el mundo natural objetos que
satisfagan de manera literal y exacta las afirmaciones mas puras de las
matematicas, puesto que la mencionada teoria no pregunta por la verdad o
falsedad de los contenidos proposicionales de las intuiciones matemaéticas. Es
decir, los contenidos de la matematica al igual que los de la no matematica, se
pueden interpretar como verdades aproximadas. Tampoco se necesitan
reformular los enunciados cientificos para eliminar su contenido matematico. Lo
que se pretende es tratar a los conceptos matematicos con el mismo criterio de

verdad y referencia que se usa en la practica cientifica.
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4. Philip Kitcher y la intuicién matematica

En la introduccion de su libro The Nature of Mathematical Knowledge,

Kitcher expone lo siguiente:

1.

“Comprender como se obtiene el conocimiento matematico de la persona
comun y del matematico experto.” (Kitcher, 1984, p. 3). La matematica ha
sido considerada histéricamente como un ejemplo brillante del
conocimiento humano y un estindar que puede incluso medir el
conocimiento en otras areas. Esta misma brillantez ha traido creencias
idealizadas sobre como es el conocimiento matematico. Al estar
aparentemente alejada de experimentos y observaciones, la ha llevado a
erigirse como una ciencia absoluta de conocimiento a priori y cuya fuente
estd en un “lugar” diferente a la experiencia perceptiva. Kitcher rechaza la
tesis del apriorismo como forma del conocimiento matemaético y afirma:
“trataré de explicar como son posibles los origenes perceptivos del
conocimiento matematico ofreciendo una explicaciéon de aquello acerca de
lo cual trata la matematica, una imagen de la realidad matematica, si se
prefiere” (Kitcher, 1984, p. 6).

Romper con esa idea que implica que el conocimiento matematico esta
contenido en una tnica persona y no en una comunidad de formadores,
aunque estas comunidades tendran un papel preponderante en la
epistemologia de las matematicas. Con su explicacion, Kitcher no intenta
decir que los empiristas como Mill, Lakatos o Putman estaban
equivocados, sino que su tratamiento del tema estaba incompleto.
Conferir importancia a la historia de la matematica. Kitcher asume que los
avances de una generacion son producto de los avances anteriores, “al
intentar mostrar como el desarrollo historico de las matematicas puede
verse como una secuencia de transiciones racionales, a veces haré historia
con un énfasis diferente al habitual” (Kitcher, 1984, p. 7). El interés de
Kitcher en la reconstruccion historica no estara centrado en las grandes
demostraciones del pasado, sino en otras cuestiones tales como el cambio
del lenguaje matematico a través de cada época, la importancia que
adquieren ciertas preguntas matemaéticas en distintos periodos y la

modificacion de los canones de las pruebas, “al plantear estas preguntas y
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sugerir como deberian ser respondidas, tengo la intencion no solo de
completar mi proyecto epistemologico sino también esbozar un enfoque

novedoso de la historia de las matematicas”. (Kitcher, 1984, p. 7).

Para Kitcher, el conocimiento no puede ser a priori. Defiende la tesis de que
el conocimiento es el producto de la transicion del conocimiento en cada época,
asi como de la transmision de generacion en generacion de los saberes y practicas
al individuo por parte de las autoridades académicas (maestros, libros,
conferencias, etc.)

En la concepcion de Kitcher, el apriorismo pasa a un segundo plano, dandoles
relevancia a las comunidades actuales y ancestrales que han contribuido a la
construccion del conocimiento matematico. En cuanto a la explicacion sobre la
realidad matematica “rechaza la vision platénica de las matematicas, divergiendo
también de las versiones anteriores de nominalismo y constructivismo. Y mi
explicacion del crecimiento del conocimiento mateméatico apunta a una nueva
historiografia de las matematicas”. (Kitcher, 1984, p. 8).

Lo realmente importante para Kitcher es que el lector sea capaz de
comprender su descripcion sobre la secuencia de transiciones que han conducido
del conocimiento matematico antiguo (perceptualmente justificado) a las
matematicas que conocemos en la actualidad. No se puede desconocer la
importancia en este proceso de las inferencias no deductivas. (Véase Alcolea,
2011)

Kitcher no dejara de lado la creatividad, aunque pareciera mostrar al
matematico como subordinado a la autoridad de la comunidad académica, la cual
ha sido dominada por la tradicién. La creatividad del matematico puede ser de
dos tipos: el que necesita ingenio para demostrar usando los recursos existentes
o el que cuestiona o transforma lo ya existente y que obliga a la comunidad
académica a revisar lo ya existente. Y justamente esta postura sera la que
relacionaremos al final de este capitulo con nuestra idea de intuicion.

Este capitulo esta dividido en cuatro partes. En la primera se expondran los
argumentos por medio de los cuales Kitcher afirma que el conocimiento no puede
ser a priori. En la segunda, nos acercamos a la idea que Kitcher tiene del
conocimiento generado en el seno de la comunidad y que no se centra en un inico

y s6lo individuo. En la tercera, se mostrara la comunicacién en el desarrollo del
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conocimiento y sus transiciones interpracticas. En la altima, se ofreceran algunas

reflexiones sobre la intuicion en la filosofia de Kitcher.

4.1La imposibilidad del apriorismo en el conocimiento
matematico

Kitcher se plantea dos cuestiones: ¢acerca de qué tratan las matematicas? y
é¢coémo crece el conocimiento matematico? A su vez estas preguntas se relacionan
con dos cuestiones centrales de la epistemologia, a saber, équé es el
conocimiento? y écuales son las condiciones necesarias para decir que alguien
sabe algo? Para algunos, en la tradicion filoséfica, la respuesta estd en la
psicologia, incluso, suponian que los estados de conocimiento eran estados de
creencia. Asumir esta idea, implica creer que si algo es verdadero es porque se
puede explicar de manera apropiada.

En el siglo XX muchos filésofos de la ciencia se apartan de esta explicacién
psicologica. Deciden ignorar la vida psicolégica del sujeto y centrarse so6lo en las
proposiciones logicas, en los axiomas y las verdades a priori. El positivismo logico
esperaba defender el apriorismo en las matemaéticas dejando de lado la psicologia.
Sin embargo, no encontré una condicion suficiente para tal conocimiento. Y
aunque se puede diferenciar entre descubrimiento y justificacién, uno de los
problemas es que etiquetan las proposiciones como autoevidentes,
autojustificantes, etc. Y esto lleva a considerar lo que se llaman verdades a priori.

Ahora bien, las creencias no tienen necesariamente razones logicas, “el
epistemologo psicolégico afirma que los estados de conocimiento de que p se
distinguen de los estados de mera creencia verdadera de que p por el caracter de
los procesos que, en cada caso, producen la creencia de que p” (Kitcher, 1984, p.
17). Lo que implica que las garantias basicas para una creencia requieren de un
proceso.

Para Kitcher, el conocimiento no es a priori, lo que en realidad puede ser a
priori es un elemento del conocimiento: “el apriorista no es ipso facto un creyente
del conocimiento innato. Por lo tanto, no podemos aceptar un analisis que
implique que el conocimiento a priori podria haberse obtenido con experiencias
minimas” (Kitcher, 1984, p. 21). Asi, el conocimiento dependeréa de la experiencia
total, tanto de la empirica como de la obtenida por el razonamiento deductivo.

Dado que la experiencia de cada uno es diferente, “especificar un proceso que
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produce una creencia es elegir algiin segmento terminal de la ascendencia causal
de la creencia” (Kitcher, 1984, p. 25).

Para Kitcher, que las verdades matematicas sean necesarias no implica que el
conocimiento sea a priori. Es posible que existan verdades necesarias y los
humanos no las conozcan. Més adn, algunas verdades matematicas son tan
complicadas que muchos humanos nunca las aprenden. De ahi, que no se pueda
afirmar el caracter a priori del conocimiento matematico.

Una forma comun del apriorismo matematico es afirmar que el conocimiento
en matematicas se basa en la prueba, la cual tiene que ver con la logica y con el
lenguaje. Las pruebas tienen que ver con la teoria formal estandar y es necesario
determinar qué secuencias pueden ser llamadas pruebas. En general se podria
entender por pruebas “secuencias de oraciones que hacen un trabajo en particular
y, si tenemos predileccion por las pruebas formales, es porque pensamos que las
pruebas formales funcionan mejor que las informales” (Kitcher, 1984, p. 37). En
matematicas, las pruebas han tenido un papel preponderante, dado que codifican
los procesos psicolégicos que podrian producir un conocimiento a priori del
teorema que se quiere demostrar. Quien sigue una prueba se involucra en un
proceso psicologico porque ella es un patron para el proceso.

No debemos confundir el conocimiento a priori con el conocimiento que se
obtiene luego de seguir un proceso no empirico. Un proceso no empirico genera
creencia.

¢Donde se genera esta confusién? Cuando intentamos seguir todos los pasos
de una prueba, nuestra capacidad de memoria deberia ser tan amplia como para
recordar todos los pasos y repetirnos una y otra el proceso que seguimos al
realizar la prueba. Entonces almacenamos ciertos principios a priori y otros que
surgen de manera deductiva y los usamos cuando los necesitamos, pero
ignoramos su prueba. Kitcher supone que “en el estado ordinario de la practica,
los matematicos carecen del poder para tener en mente algo mas que un paso
intuitivo y tres pasos inferenciales” (Kitcher, 1984, p. 44). Es decir, si la prueba
tiene mas de 4 pasos entraria la incertidumbre. El punto es que cognitivamente
no estamos a la altura para atender simultdneamente todos los pasos de una
prueba: “las nociones que se emplean en matematicas son prodigiosamente
abstractas, es decir, son el resultado de una elaboracién que ya se encuentra muy

adelantada” (Poincaré, 2017, p. 69).
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Para Kitcher, los aprioristas de diferentes corrientes fallan cuando abordan la
pregunta “é¢coOmo se tiene acceso a priori a nuestras construcciones mentales?” o
“écomo se tiene acceso a la realidad independiente de la mente?” (Kitcher, 1984,
p. 47). El nos presentard argumentos que muestran como las ideas del
constructivismo y del realismo sobre la manera de adquirir el conocimiento
matematico basico a priori fallan, asi como la idea de intuiciéon que esas
corrientes de pensamiento abordan.

Kant niega que la funciéon de la intuicion pura sea s6lo conducirnos al
conocimiento de las propiedades de las figuras particulares. Construir figuras en
la intuiciéon pura implica tomar conciencia de los principios y caracterizar nuestra
existencia. La nocion de Kant esta ligada a una nocion de la intuicién que implica
de alguna manera a los sentidos (dibujamos y vemos imagenes).

Nuestra psicologia impone “reglas” a la experiencia. Entonces algo sera
verdadero si corresponde con esa estructura. Esta concepcion presenta tres
problemas: el de la irrelevancia (qué propiedades son de la estructura y cudles
accidentales), el de la imposibilidad (son posibles para nosotros) y el de la
exactitud (tienen las propiedades que las llevamos a tener). Bajo este marco,
Kitcher concluye que el problema no es la intuicidn, el problema persistira
mientras los objetos intuidos tengan los tres tipos de propiedades.

Kant asume que podemos tener conocimiento a priori de las propiedades
generales de un triangulo dibujando uno en particular. El tridngulo que presenta
Kant tiene tres tipos de propiedades:

1. Las que son determinadas por el concepto de “triangulo”.

2. Las propiedades impuestas por la experiencia.

3. Propiedades que resultan de los accidentes de la construccion.

Entonces, quien debe proporcionar la estructura de la experiencia, en este
contexto, es la intuiciéon. El nimero de intuiciones que podemos tener es finito
(estan limitadas por nuestra existencia). Quienes defienden el proceso de la
intuicion como la fuente de todo conocimiento a priori tendrian que argumentar
que no hay axiomas matematicos que s6lo pudiéramos conocer a posteriori con
una secuencia de intuiciones indefinidamente larga.

Lo anterior conduce a un dilema, o bien las matematicas son triviales, o no

podemos explicar como las construcciones mentales producen conocimiento. De

107



lo que se siguen dos dificultades: la irrelevancia o la imposibilidad préctica.
Expliquemos un poco mas, este dilema.

Por un lado, si los enunciados matematicos no simplemente describen las
caracteristicas de las entidades mentales, entonces, no es claro como la intuiciéon
pura genera conocimiento matematico (entendiendo por intuicion el proceso por
el cual se describen las entidades y se leen sus propiedades en ellas). De otro lado,
si los enunciados matematicos simplemente describen las entidades mentales,
entonces existiran tantos enunciados como personas diferentes se encuentren y
esto sucedera en diferentes tiempos, lo que implica que los enunciados
matematicos no parecen tener un contenido intersubjetivo permanente.

Si entendemos que los enunciados matemaéticos describen “entidades
mentales”, entonces son “sus” entidades mentales, de modo que écémo se
comparten luego? En el caso del intuicionismo de Brouwer, que asi pensaba (las
entidades matematicas son construidas por nuestra mente), es preciso pasarlas
al lenguaje para que puedan ser compartidas, como si se “objetivizaran”. Este
paso puede estar sujeto a errores, pero éstos son corregidos por otros
matematicos, los cuales “critican” (lo que significa purgar de errores algo) lo

hecho por otro matematico.

Kitcher (1984) sefiala que existen “problemas graves para tener un
conocimiento a priori con un contenido comin y para tener el mismo
conocimiento a priori en dos momentos diferentes” (p. 56), en el constructivismo
se afirma que es posible conocer a priori las caracteristicas de la construccion que
se tiene en la mente de alguna entidad matematica. De ahi que Kant se equivoque
al insistir en que la intuicién pura produce un conocimiento a priori. Finalmente,
los constructivistas no aclaran la forma en que se aprehenden las construcciones
matematicas.

Para Kitcher, el proceso de intuicion puede conducir a creencias falsas.
Dira él: supongamos que alguien se mueve entre imaginar que su vida consiste en
parte de experiencias que arrojan dudas sobre los procesos y dudas sobre la
conclusion a la que se llega por ese proceso. Entonces si para un proceso podemos
establecer los antecedentes, ese proceso no es a priori. Si formamos nuestras
creencias sobre bases no empiricas, cuando sospechemos de la fiabilidad de esas

creencias caeriamos en la irracionalidad y el dogmatismo, otro cuerno del dilema.
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Una segunda vision sobre el conocimiento a priori procede del realismo.
Y al igual que en el constructivismo, Kitcher mostrara que la nocién de intuicion
no cumple con los estdndares basicos del apriorismo. Una de las tesis de realismo
afirma que “los enunciados matematicos son verdaderos o falsos en virtud de las
caracteristicas de la realidad matemaética independiente de la mente” (Kitcher,
1984, p. 58).

Los objetos de este reino independiente de la mente son abstractos, no se
pueden ubicar espacio-temporalmente ni cumplen la teoria causal. Para describir
las caracteristicas de este reino, los realistas recurren a una analogia con la ciencia
natural. Asi como en la ciencia se puede acceder a los objetos gracias una
percepcion sensorial, se espera que el matematico tenga un modo similar de
acceso que algunos han denominado “intuicién matematica”.

Como los objetos son abstractos y por tanto independientes de la mente,
para los platonicos las matematicas tienen como funciéon informar sobre los
hechos de los objetos, entonces, primero: los procesos de intuicion son entidades
teoricas, pero esta teoria puede ser cuestionada puesto que puede presentar
dificultades para dar cuenta de los fendmenos que trata o simplemente porque
existe una teoria mejor. Segundo: s6lo sabemos sobre los procesos de intuicion lo
que la teoria nos dice sobre ellos, por tanto, no sera posible reconocer los procesos
de intuicién que se llevan a cabo.

Es importante aclarar que este reino de los platonicos es diferente al mundo 3

estudiado en el capitulo anterior. Revisemos algunas diferencias:

1. En el mundo de los objetos inteligibles de Platon las ideas son eternas,
inmutables, atemporales y de origen divino. En el Mundo 3 los objetos son
construcciones humanas y no tienen ninguna esencia, “no atribuyo
ninguna condicién a los objetos o referentes de nuestros conceptos y
nociones” (Popper & Eccles, 1993, p. 49). Aunque podria verse el mundo
de las ideas de Platén como una anticipacion al mundo 3, los productos del
mundo 3 existen no como esencias, dado que pueden ser, en algunos casos,
conjeturas equivocadas.

2. En el mundo de Plat6n su método dialéctico tiene que ver con un método
hipotético deductivo en el que no caben las conjeturas ni los problemas
equivocados. Los cuéles sin tienen espacio en el mundo 3, dado que sus

“habitantes” son construcciones humanas.
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De estos dos puntos inferimos que “los objetos matematicos son creaciones de
la mente humana cuyo modo de ser depende del pensamiento. Tengamos en
cuenta que tal tesis es bastante compatible con una vision realista sobre el
universo fisico y las declaraciones sobre sus propiedades fisicas” (Alcolea, 2006,
p- 234). Bien sabemos que los objetos de la matematica (mundo 3) comparten un
estado ontologico similar al de los conceptos de la fisica (mundo 1), y se
consideran indispensables para la teoria fisica (mundo 3).

Para refutar la teoria apriorista del conocimiento, Kitcher planteara una
propuesta alternativa. Una revision de las diferentes etapas de la historia muestra
que el conocimiento de los individuos es generado por el conocimiento de los
maestros o los libros, quienes ensefian o “transmiten” los avances que hasta ese
momento ha tenido la comunidad cientifica. “El conocimiento de la comunidad
es en si mismo el producto de una larga serie de episodios, que se remontan a las
simples observaciones con las que comenzé el conocimiento matemaético”
(Kitcher, 1984, p. 92). A esto Kitcher lo llamarad una teoria evolutiva del
conocimiento matematico.

Ahora bien, esta teoria no escapa a las preguntas convencionales ¢como
comienza el conocimiento matematico? O écomo se extiende? Por el momento
diremos que este tipo de teorias tienden a invertir el orden epistemolégico, por
ejemplo, los axiomas son concebidos como el resultado de inferencias justificadas
previas, dejando de ser el principio basico que han considerado los aprioristas.

La tesis de Kitcher parece sugerir que el conocimiento matemaético proviene
de las explicaciones del maestro. Pero esta tesis no parece facil de aceptar por la
comunidad cientifica. Por el contrario, se tiene una preferencia a creer que el
matematico se sienta sélo en su estudio y que de una manera individual e
independiente adquiere y conoce las verdades basicas. Kitcher por el contrario
afirmara que esto es una apariencia y que lo que ocurre en el estudio del
matematico “es solo una extension del proceso de formacion” (Kitcher, 1984, p.
93).

¢Por qué esta creencia? Porque las creencias suelen estar causalmente
sobredeterminadas. La creencia en alguna proposicion matematica se debe a
diferentes procesos causales: recuerdos, reconocimientos perceptivos o procesos

adicionales.
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Los aprioristas se equivocan al poner la carga epistemologica en los procesos
que pueden cumplir la funcion 1til de ser justificadores locales e ignoran que los
experimentos mentales cumplen un papel importante en la pedagogia, éstos fijan
la creencia de manera maés eficaz que una simple afirmacion autoritaria impuesta
por el cuerpo axiomatico de la matemaética o de la légica, la cual ayuda a fijar la
creencia, pero no genera conocimiento.

Ahora bien, no necesariamente toda creencia es verdadera. Sin embargo,
muchas afirmaciones o enunciados matematicos son considerados por la
comunidad cientifica y por las personas corrientes como verdaderas. Pero épor
qué son verdaderas? Los platonistas responderan que es gracias a la existencia de
objetos o construcciones mentales que no son espacio-temporales. Por tanto, las
afirmaciones matemaéticas seran verdaderas gracias a las propiedades de los
objetos abstractos. Otro punto serd el medio que permita conocer dichas
propiedades.

Los formalistas responderan a esa misma pregunta afirmando que “lo que
normalmente consideramos como enunciados matematicos con valores de
verdad son meras marcas producidas en juegos elaborados” (Kitcher, 1984, p.
104). Pero si esto es cierto épor qué las matematicas son tan ttiles en la realidad?

Kitcher abordara esa pregunta yuxtaponiendo dos tesis. La primera segin
la cual la matematica explica y predice el comportamiento de los objetos fisicos;
con una segunda tesis, la platonica, segin la cual los enunciados matematicos
describen un reino de objetos abstractos. Si la matematica es una estructura de la
realidad, el experimento de Kitcher devela un error en el platonismo: reemplazan
“la imagen de las matematicas como descripcion de las propiedades estructurales
que se manifiestan en una gran cantidad de casos concretos con la imagen de las
matematicas como descripcion de entidades abstractas que manifiestan la
estructura” (Kitcher, 1984, p. 106).

Kitcher propone un giro. Empezar suponiendo que la matematica es el
descriptivo de la estructura, sin necesidad de ir a los objetos platonicos. Y no
suponer que las mateméaticas son sobre objetos abstractos, que cuando
encuentran instancias de una estructura comun se reinterpretan sus enunciados
para que sean ejemplificados por sus objetos: “al hacer que la estructura
matematica se refleje en las propiedades de las cosas ordinarias, podemos

comenzar a disolver las perplejidades epistemologicas” (Kitcher, 1984, p. 107).
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Esto no implica una brecha entre los objetos ordinarios y otras entidades
intangibles que estan detras de ellos. Al final el objetivo de Kitcher es eludir las
entidades abstractas para presentar una idea defendible de la realidad

matematica.

4.2 El conocimiento matematico y la comunidad cientifica

Lo que deseamos subrayar de las ideas de Kitcher es su postura frente al
conocimiento como producto del esfuerzo de toda una comunidad, como la
construccion no de un solo individuo sino de toda una generacion de
predecesores al matematico a quien se le atribuye dicha invencion.

Para muchos filésofos de la matematica, la historia ha sido
epistemoldgicamente irrelevante, puesto que suponen que el proceso historico a
través del cual las matematicas ha sido elaborada, es producto de esfuerzos
individuales. La postura de Kitcher es diferente. El explica el conocimiento de los
sujetos, al rastrear el conocimiento de sus antecesores, es decir, asumira que el
conocimiento del individuo se basa en el conocimiento de las autoridades de las
comunidades que han influenciado a dicho individuo. Méas aun, Kitcher sostiene
que se puede prever el conocimiento matematico de un individuo en el presente
gracias a la cadena de conocedores anteriores.

Varios milenios atras, nuestros antepasados, probablemente en algin
lugar de Mesopotamia, pusieron en marcha la empresa, aprendiendo
a través de experiencia practica algunas verdades elementales de
aritmética y geometria. A partir de estos principios humildes las
matematicas han florecido en el impresionante cuerpo de
conocimiento que hemos sido afortunados de heredar. (Kitcher, 1984,
p-5)

Kitcher se adelanta a criticas de su enfoque de la teoria del conocimiento y se
pregunta si es posible que, de ese comienzo primitivo, surja el presente cuerpo de
conocimiento abstracto, y su respuesta es: si. Para él, existen patrones
inferenciales racionales que llevan al matematico creativo a extender su
conocimiento mas alla de lo heredado por las autoridades de su pasado. Gracias
a la suma de los esfuerzos racionales, el conocimiento de la comunidad
matematica aumenta de generacion en generacion, como se evidencia en varios

casos de la historia de la matematica.
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Los desafios sociales muestran que, aunque algunos insistan en ignorarlos, es
pertinente recordar que la mayor parte del conocimiento de la humanidad tiene
un caracter social. Nuestro saber seria infimo sin el apoyo de los demaés, “incluso
en el caso de la ciencia empirica, la mayor parte del conocimiento de cada
individuo se basa, no en la experiencia directa, sino en las comunicaciones de los
demas” (Kitcher, 1984, p. 91). Es decir, que la interaccion con los demas es una
fuente de conocimiento y una forma para derrotar nuestras propias creencias.

Las matematicas tienen una historia. Sus inicios son practicos (egipcios y
babilonios), y poco a poco se alejan de lo practico. Ahora bien, las matematicas
del presente estan influenciadas por las del pasado. Una cadena mostraria que
Cauchy o Lagrange extendieron lo hecho por Newton y Leibniz, que se basaron
en Descartes y Fermat y este en Pappus o Euclides. De ahi que, para Kitcher
(1984), “una cantidad muy limitada de nuestro conocimiento matematico puede
obtenerse mediante observaciones y manipulaciones de cosas ordinarias. Sobre
esta pequeia base, erigimos las poderosas teorias generales de las matematicas
modernas” (p. 92).

Para Kitcher, en muchos casos, el conocimiento de un individuo se explica por
el conocimiento que le ha sido transmitido por las autoridades (profesores, libros,
conferencias). Ahora bien, eso no significa que todos los conjuntos de creencias
ensenados sean conocimiento autorizado. Por otro lado, tampoco es posible
ensefiar o comunicar toda la cadena de antecesores, mas bien se “eligen” las
particularidades individuales que aportan a lo que se desea conocer. “Lo que
requerimos en el Gltimo caso es una idea sobre como el rasgo (quizas en forma
rudimentaria) podria haber surgido originalmente y como la seleccion natural
podria haber llevado a su fijacion” (Kitcher, 1984, p. 96).

Para Kitcher, los filosofos han ignorado un tema crucial de la epistemologia
de las matematicas: la evolucion del conocimiento matematico. Es necesario
reflexionar sobre los origenes del conocimiento matematico. Esto implica
ahondar en como los predecesores adquirieron su conocimiento y, escudrifiando,
se encontrara en el fondo una percepcién sensorial ordinaria. Por supuesto, esto
no significa que se deba eliminar la idea de que muchos de los enunciados
matematicos no pueden entenderse de esta manera. Asi, “la tarea principal de
explicar los origenes del conocimiento matematico se convierte en proporcionar

una imagen de la realidad matematica que se ajuste a la tesis de que nuestro
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conocimiento matematico puede originarse en la percepcion sensorial” (Kitcher,
1984, p. 96).

Esta discusion lleva a Kitcher a estudiar el desarrollo o crecimiento del
conocimiento humano, considerando, por un lado, “las formas en que los
humanos realmente inferimos” y, por otro, “las afirmaciones de conocimiento
que realmente hacemos” (Kitcher, 1984, p. 97). La epistemologia parece ignorar
los tipos de inferencias que los matematicos hacen durante su practica. Entonces
Kitcher se propone la siguiente tarea: “sistematizar las inferencias y las
afirmaciones de conocimientos hechas y avanzadas por investigadores anteriores
y contemporaneos en una variedad de campos” (Kitcher, 1984, p. 98). Como
resultado de dicha tarea podra rechazar ciertos tipos populares de inferencias y,
por ende, algunas afirmaciones sobre el conocimiento.

Para ejemplificar sus tesis usara la aritmética. Desde la infancia estamos
manipulando objetos fisicos, los segregamos y los recombinamos, “la aritmética
es verdadera no en virtud de lo que podemos hacer al mundo, sino méas bien de lo
que el mundo nos permite hacerle” (Kitcher, 1984, p. 108). Es decir, la aritmética
debe su verdad a la estructura del mundo. Para Kitcher la aritmética es una teoria
idealizadora porque no es verdadera por lo que los agentes humanos reales hagan
sino por las operaciones ideales que hagan los agentes ideales. El agente ideal del
que habla Kitcher no es un sujeto misterioso con poderes sobrehumanos. “Decir
que las matematicas son verdaderas en virtud de las operaciones ideales es
explicar la tesis de que las matematicas describen la estructura del mundo”
(Kitcher, 1984, p. 111). Esta postura enfatiza el rechazo de Kitcher sobre quienes
afirman que se pueden conocer a priori las formas en que se debe hacer esa
idealizacion.

La aritmética, por ejemplo, es una idealizacién. Ahora bien, el conocimiento
actual que tenemos sobre ella, es producto de la transmision que de sus
propiedades y objetos que la sociedad le ha ensefiado a un individuo, es decir, de
la sociedad a su sucesor. Kitcher intenta explicar como obtuvieron el
conocimiento aritmético los antepasados. Entonces se puede afirmar que: “la
idealizacion como un proceso en el que abandonamos el intento de describir
nuestro mundo exactamente a favor de describir un mundo cercano posible que

se preste a una descripcion mucho mas simple” (Kitcher, 1984, p. 120).
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Kitcher comparte con los constructivistas la tesis ontolégica que dice “que las
afirmaciones matematicas verdaderas deben su verdad a la actividad constructiva
de un sujeto real o ideal” (Kitcher, 1984, p. 142), siendo el sujeto ideal una
idealizacion de nosotros mismos. “Mi afirmacion central es que el conocimiento
proto-matematico se puede obtener manipulando el mundo y observando las
manipulaciones” (Kitcher, 1984, p. 148), estos humildes comienzos no impiden
que la matematica se haya convertido en ese cuerpo impresionante que es hoy en
diay que se ha erigido sobre una base teorica cada vez mas refinada de la actividad
constructiva del sujeto ideal.

Ahora bien, la historia de la ciencia y de la matematica en particular, es
dindmica, atravesada por cambios, que en algunas oportunidades se les asignan
a individuos en cada época. Lo que nos muestra Kitcher, es que los resultados
individuales son producto de los avances, retrocesos y reformas que una
comunidad o varios matemaéticos han realizado en sus épocas anteriores.

Matematicos actuales aceptan proposiciones que sus antecesores no
aceptaban, por ejemplo, que una ecuacion polindmica con coeficientes racionales
tuviese raices. Estos cambios no s6lo se producen en el cuerpo tedrico de las
matematicas, sino que incluyen cambios en el lenguaje, en el estilo, en el tipo de
razonamiento, en el énfasis, en el tipo de problemas y hasta en puntos de vista
sobre los alcances de la matematica.

Puesto que Kitcher estd interesado en las motivaciones que generan los
cambios en el desarrollo de las matematicas, acaba por preguntarse: “¢Por qué
los matematicos proponen diferentes afirmaciones en diferentes momentos?
¢Por qué abandonan ciertas formas del lenguaje? ¢Por qué ciertas preguntas
aumentan y disminuyen en importancia? ¢Por qué se modifican los estdndares y
los tipos de prueba?” (1984, p. 149). Esto implica investigar sobre la metodologia
de las matematicas.

Cuando se estudia el desarrollo de las ciencias fisicas es habitual encontrar
afirmaciones tales como: “la observacion [es] la fuente del cambio cientifico. Sin
nuevas observaciones, la ciencia seria estatica” (Kitcher, 1984, p. 151). Kitcher
considera que esta tesis es insostenible.

Las grandes revoluciones de la ciencia: el paso de la cosmologia aristotélica a
la copernicana; o el reemplazo de la fisica newtoniana por las teorias generales de

la relatividad, no se pueden explicar como simples modificaciones del cuerpo de
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conocimientos a la luz de nuevas observaciones. Para Kuhn las revoluciones
cientificas implican cambios conceptuales, imposibles de formular en un lenguaje
comun, produciendo una nueva forma de ver fen6menos familiares y “quizas lo
méas importante, los cambios metodologicos que, al modificar las reglas de
justificacion de las teorias cientificas, hacen imposible la resoluciéon racional de
las diferencias entre las teorias anteriores y posteriores” (Kitcher, 1984, p. 152).

Para Kitcher, la observacion no obliga racionalmente a la modificacion de las
creencias cientificas. Ya Kuhn habia encontrado que la coincidencia entre lo
observado y la teoria no es perfecta, por lo que las teorias estan siendo falseadas
en todo momento. La discrepancia surge porque algunos cientificos aceptan una
forma general de construcciéon, tomando pedazos particulares y erigiéndolos
como paradigmas. Escogen reglas, modifican y articulan todo con el fin de que
sus respuestas correspondan con ese cuerpo de creencias o reglas que ellos
mismos han “inventado”.

La observacion y la experiencia pueden y deben limitar drasticamente

la gama de las creencias cientificas admisibles o, de lo contrario, no

habria ciencia. Pero, por si solas, no pueden determinar un cuerpo

particular de tales creencias. Un elemento aparentemente arbitrario,
compuesto de incidentes personales e historicos, es siempre uno de los
ingredientes de formacion de las creencias sostenidas por una

comunidad cientifica dada en un momento determinado. (Kuhn, 1992,

p- 25)

Para Kitcher, la observacion no es la Gnica fuente de conocimiento en la
ciencia: “siempre hay ‘tensiones internas’ en la teoria cientifica, y estas
proporcionan un estimulo para la modificacion del corpus de creencias” (Kitcher,
1984, p. 154). Al igual que en la ciencia los cambios mateméticos son generados
por conflictos, tensiones y desajustes.

En matematicas todas las observaciones se recopilan al inicio de la
investigacion. El desarrollo de las teorias matemaéticas responde a dichas
observaciones, y al final del proceso los problemas y modificaciones seran
teoricas. Los puentes de Konigsberg de Euler son buen ejemplo de ello, se tenia
un antecedente con Pascal y sus probabilidades de colorear mapas. Al igual que
en la ciencia natural “la ‘nueva’ observacion a menudo se refiere a algun

fenomeno familiar cuya importancia no ha sido apreciada hasta ahora” (Kitcher,
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1984, p. 154). En algunos casos, las dificultades de los enunciados matematicos
aparecen en el momento de su aplicacion cientifica. Tanto en el cambio cientifico
como en el matematico, se aprecia que la evolucion del conocimiento no es
necesariamente la respuesta a nuevas observaciones sino intentos de resolver
“tensiones intra-teoricas preexistentes” (Kitcher, 1984, p. 155).

Otra tesis que se esgrime concibe el desarrollo acumulativo de la
matematica. Lo que ha llevado a determinar que no existen las creencias falsas en
la matematica, lo que por supuesto la historia ha mostrado que es un gran error.
Se tiene la idea de que las teorias matematicas parecen sobrevivir mas tiempo que
las teorias cientificas. Por ejemplo, la geometria no euclideana no compite ni
acabd con la geometria de Euclides, fue s6lo una reinterpretacion, y esto genera
la idea de que no existe desarrollo acumulativo en la ciencia, pero si en la
matematica.

El punto de Kitcher es mostrar el innecesario paralelismo entre el cambio
cientifico y el cambio matematico. Lo interesante son las transiciones por las que
ha pasado la matemaética a través de las diferentes etapas de la historia: “las
matematicas comienzan con el estudio de los fend6menos fisicos, pero su objetivo
es delinear las caracteristicas estructurales de esos fendmenos” (Kitcher, 1984, p.
160). A partir de alli, se generan teorias que pueden ser modificadas para
enriquecerse y susceptibles de comparaciéon entre ellas. Tanto la nueva teoria
como la antigua son asumidas como necesarias para estudiar diferentes
estructuras. El papel de la comunidad cientifica es decidir cual es la estructura
que se adecua al fendmeno que se desea investigar y que puede tener una
aplicacion en la realidad.

Hemos observado como la teoria del conocimiento de Kitcher abandona el
énfasis que se hace en el conocimiento particular, més que el general, es decir, la
tradicion tiende a olvidar que el conocimiento se da gracias al trabajo de una
comunidad y no de un sujeto so6lo construyendo todo el cuerpo de conocimientos
de la matematica. Es claro para la mayoria que aprendemos de los demas, sin
embargo, para muchos seguidores del apriorismo no es relevante, por el

contrario, para Kitcher, este es un punto central de su teoria del conocimiento.
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4.3 El desarrollo del conocimiento y la comunicaciéon

Al desvirtuar el conocimiento a priori, estamos ante un escenario en el que el
conocimiento se da gracias a la comunicacion de los avances y desaciertos de los
matematicos de generacion en generacion.

Una de las tesis de Kitcher considera que gran parte del conocimiento del
individuo es adquirido por su comunicaciéon con los maestros. Lo que implica
aceptar principios basicos y concepciones sobre la naturaleza del razonamiento
matematico. Lo que lleva a una segunda tesis: mucho del conocimiento es
adquirido gracias a las percepciones.

En este punto, entendemos percepciones en un sentido mas amplio que la
mera observacion o experimentacion propia de las ciencias naturales a las que ya
hemos aludido. Las creencias que son aprendidas de los maestros, los libros o
cualquier autoridad académica, son un tipo de percepcidon también. Las creencias
se modifican y es alli donde Kitcher desea centrar nuestra atencion.

Kitcher adoptara ideas analogas a las de Kuhn. Este tltimo pensador, avanza
de la idea empirista de un cuerpo de creencias a una idea de paradigma, que va
mas all4 de la observacion de indices en un momento dado.

Después de que el descubrimiento habia sido asimilado, los cientificos
se encontraban en condiciones de explicar una gama més amplia de
fenémenos naturales o de explicar con mayor precision algunos de los
previamente conocidos. Pero este avance se logré solo descartando
ciertas creencias y procedimientos previamente aceptados vy,
simultdneamente, reemplazando esos componentes del paradigma
previo por otros. (Kuhn, 1992, p. 112)

Los cambios cientificos se han dado cuando se modifican méas de un conjunto
de enunciados. Kitcher, enfatiza su analisis del cambio cientifico en la concepciéon
de la historia de un campo cientifico como la secuencia de sus practicas. Para
Kitcher, la practica matematica consta de cinco componentes: “un lenguaje, un
conjunto de enunciados aceptados, un conjunto de razonamientos aceptados, un
conjunto de preguntas seleccionadas como “importantes” y un conjunto de ideas
metamatematicas” (Kitcher, 1984, p. 163). Entonces el problema de explicar el
crecimiento del conocimiento mateméatico es comprender la transicién de una

practica a la siguiente y por qué ésta es una transicion racional.
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Ahora bien, el movimiento hacia una nueva practica puede ser el resultado de
que la anterior no estaba en equilibrio. En la matematica existe un cambio
particular del leguaje que permite resolver los conflictos aparentes. Asi, mientras
en la ciencia se dice que una teoria fue reemplazada por otra, en la matematica lo
que hay es un ajuste en el lenguaje. Entonces el cambio es acumulativo en
matematicas debido a la existencia de un tipo especial de transiciones
interpracticas: “el conocimiento matematico se desarrolla a través de la
modificacion racional de las practicas matematicas” (Kitcher, 1984, p. 166).

Cuando hablamos de comunicacion, es necesario hablar del lenguaje, el cual
es uno de los cinco componentes que menciona Kitcher en este cambio racional
de la practica matematica. En la ciencia tenemos un cambio conceptual
estrechamente relacionado con el desarrollo del lenguaje: “nos referimos a un
objeto con la intencion de referirnos a aquello a lo que se refieren nuestros
compaieros” (Kitcher, 1984, p. 166).

En este sentido y apoyados en la objecion epistemologica de Benacerraf al
realismo, paralela a la objecion de la relacion causal, en particular, encontramos
el problema de la referencia. El realista sabe que los conjuntos existen e indaga
por su naturaleza, “de acuerdo a la teoria causal, el éxito de la referencia a un tipo
natural es logrado por medio de una cadena de comunicacién desde el referente
a un bautismo inicial” (Maddy, 1980, p. 166). Es decir, que uno de los miembros
de la cadena podria adquirir una palabra gracias a la interaccion causal con el
enlace anterior, lo que significa, que puede aprender una nueva palabra porque
la escucha, la lee o por cualquier medio sensorial, causada por el predecesor en la
cadena. Esta cadena de comunicacién funciona igual para los conjuntos que para
las palabras.

Si se tiene una clase y se toma una muestra, entonces la palabra “conjunto” se
refiere a la especie de que estas muestras son miembros. Lo importante de esta
definicion, es que no se necesita conocer los objetos para referirnos a ellos, por
ejemplo, podemos decir que un objeto es de oro, sin saber que su niimero atbmico
es el 79, asi mismo, el oro de la tierra o de otro planeta, o si no tiene aspecto de
oro, todos ellos estan incluidos en la clase “oro”, lo importante es que son el
mismo tipo de cosa. Igual sucede con los conjuntos.

Por tanto, no debemos dejar de lado ese tema fundamental en la ensefianza y

en el trabajo diario de un matematico como es la notacién, la cual, en
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matematicas, tiene la funciéon de abreviar expresiones existentes. La historia
muestra como en muchos casos un avance o la invencion de un nuevo concepto o
proposicion trae implicita una nueva convencion, la cual se extiende a toda la
comunidad académica. Para Kitcher, un cambio lingiiistico puede aceptarse
independiente de cualquier imagen de la realidad matematica.

Cada época tiene sus propios paradigmas, que a su vez fijan la referencia de
los conceptos y términos asociados. Un ejemplo de ello es el concepto de funcion;
que tiene una definicion diferente tanto en los estudios de Leibniz como en los de
Euler. La evoluciéon de los conceptos consiste en reemplazar la referencia por
medio de paradigmas. ¢Por qué los niimeros imaginarios no fueron aceptados
desde sus inicios? No porque no existiera el lenguaje matematico para ello, sino
porque se tenia una idea diferente de lo que era un nimero.

Como ya se indico el desarrollo del conocimiento matematico esta compuesto
por varios aspectos. Ademéas del lenguaje, tenemos el que hace referencia al
conjunto de enunciados aceptados en cada transicion. Dichos enunciados son el
conjunto de oraciones en un lenguaje propio de la época, que cualquier lector
acucioso aceptaria. Estos cambios pueden ser de diferentes tipos. En un tipo “el
corpus de los enunciados aceptados a veces conlleva el rechazo de lo que
anteriormente se creia con firmeza” (Kitcher, 1984, p. 179). En el otro, se presenta
una combinacién entre las afirmaciones aceptadas y una transformacion del
lenguaje matematico. Un concepto (por ejemplo, el ‘punto’) podria tener un
significado en el pasado, pero luego de la reafirmacién de un lenguaje mas
“moderno” o profundo, cambia su ‘definicion’ del pasado. Lo que se denominaria
un cambio de perspectiva.

Los seres humanos no son sujetos cognoscentes solitarios, de hecho, muchas
veces basan sus juicios en lo que dicen las autoridades. Muchos de los esfuerzos
mas significativos de la historia de la ciencia hubiesen sido imposibles sin algo de
confianza en las autoridades, “el reconocimiento de nuestras asignaciones de
autoridad debiera servir como el inicio de investigaciones epistemologicas”
(Kitcher, 2001, p. 123). Para Kitcher, la atribucién a la autoridad es uno de los
componentes de la practica matematica. Pero no solo se tiene “confianza” en las
autoridades o comunidades cientificas, también en experimentos paradigmaticos

e instrumentos: “como ocurre con los juicios particulares acerca de autoridades,
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aqui también las afirmaciones sobre casos individuales estaran respaldadas por
criterios generales” (Kitcher, 2001, p. 123).

Todo esto constituye un componente denominado sabiduria experimental. Es
importante conocer las opiniones del matematico acerca del método que describe
su forma de proceder, tal como es importante su opiniéon sobre la verdad y la
naturaleza de sus objetos de estudio. Por tanto, no existe un conjunto de reglas
metodologicas que se apliquen en todas las ciencias todo el tiempo. No se tiene
una metodologia universal: “Kuhn y Feyerabend captaron la importante idea de
que diferentes comunidades de cientificos, trabajando en la misma area, pueden
organizar los aspectos de la naturaleza que les interesan de maneras distintas”
(Kitcher, 2001, p. 140).

Una concepcion realista de la ciencia implica que los cientificos descubran
cosas de un mundo que es independiente de la cognicion (mundo 2), a su vez que
formulen enunciados verdaderos, usando conceptos, es decir, que recurran al
lenguaje (mundo 3) para desarrollar esquemas aprendidos de las dependencias
cognitivas.

Otro componente tiene que ver con las preguntas aceptadas como relevantes.
Y aqui tenemos dos tipos de preguntas: las que son inducidas por el lenguaje y las
que son generadas por la modificacion de los enunciados aceptados.

Cuando la respuesta a una pregunta es veraz, la comunidad académica la
inserta al cuerpo de conocimientos existentes y “rapidamente se hacen nuevas
versiones de preguntas estandar” (Kitcher, 1984, p. 203). Es decir, si una nueva
respuesta satisface teoremas o definiciones anteriores, se formulan nuevas
preguntas, las cuales son anéalogas a las preguntas tradicionales sobre problemas
de un tipo similar. Esto conlleva, en muchas ocasiones, la modificacién del
lenguaje, dado que se hace necesario el uso de nuevas expresiones para referirse
a otros temas de sus predecesores. De este “proceso” se infiere una profunda
relacion entre responder una pregunta y presentar un teorema.

Como se ha mencionado, la matematica tiene un caracter acumulativo, lo que
es reflejado en muchas preguntas que no se han podido resolver, la historia de la
matematica “estd llena de casos en los que los matematicos respondieron
preguntas sin poder probar los teoremas asociados” (Kitcher, 1984, p. 186). Una
de las causas de esta irresolucion esta asociada con la evolucion del lenguaje

matematico, cuya insuficiencia, a veces, por analogia, genera “nuevas preguntas
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por analogia con las preguntas anteriores” (Kitcher, 1984, p. 187). En este
contexto, la modificacion del lenguaje matematico provoca la extension de
antiguas preguntas. En algunos casos, los matematicos retoman preguntas que
no fueron sustanciales para sus predecesores, mientas que, en otros casos,
preguntas que para los antiguos eran centrales, resultan periféricas para los

contemporaneos.

4.4 La intuicion en el pensamiento de Kitcher

Como hemos estudiado en las secciones anteriores, Kitcher en su libro The
Nature of Mathematical Knowledge, se opone al conocimiento a priori. Para los
realistas los axiomas son conocimiento a priori. Kitcher usa la historia para
mostrar que los axiomas requirieron de una serie de pasos anteriores y que no
son absolutamente independientes de los sentidos. Mas atun, defiende la tesis de
acuerdo con la cual el conocimiento es producto de la construccion de una
comunidad académica y que para llegar a una teoria o concepto han intervenido
muchos matematicos.

En este mismo sentido, en el capitulo “intuicion matematica” del mencionado
libro, Kitcher sostiene que, aunque no lo afirma directamente, Godel anima a
creer que la intuiciébn matemaética brinda un conocimiento a priori. Dado que la
intuicibn matematica es un proceso no empirico, se pueden presentar
confusiones que la consideran por fuera de todo tipo de experiencia. Ahora bien,
la propuesta de Godel se ha convertido en un desafio teérico que ha influido en
discusiones recientes sobre el platonismo (como lo revisamos en el capitulo sobre
el dilema de Benacerraf).

Para Kitcher, el constructivismo y el realismo se equivocan al considerar que
el conocimiento puede ser a priori. Y ambos usan la intuiciéon a su manera para
sustentar dicha afirmacién, lo que para Kitcher no se logra demostrar en ningiin
momento. La intuicién no hara el trabajo que el apriorismo exige de ella. Y es que
lo que parece claro y evidente para algunos, no lo es para todos. Las creencias de
los matematicos no siempre estdn sustentadas en hechos matematicos. Las
creencias matematicas son sensibles a los desafios sociales. No todo lo que el
individuo cree es correcto, dado que puede tener una buena cantidad de motivos

para su creencia y, a veces, esos motivos no se corresponden con la légica. Las
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creencias se extienden y modifican segin la cantidad de observaciones y
experimentos realizados.

Para Kitcher, un platénico que quiera ser apriorista debe evitar concesiones
que asumen que un proceso intuitivo que lleva a cabo una persona puede
continuar con otra persona. Sin embargo, “esa intuicién es prerrogativa de
matematicos talentosos (quizas excepcionales). Quizas podamos usar el
testimonio de los matematicos para mostrar que, para algunas personas,
posiblemente una pequefia minoria, la intuicién sirve como un modo de
conocimiento basico” (Kitcher, 1984, p. 62). En particular, cuando algunos
matematicos hablan de intuicién, estan considerandola en el contexto de la
resolucion de problemas.

Para Godel, un matematico realista, la intuicién es un proceso empirico similar
al de la ciencia natural. Pero esta postura ha traido criticas y dificultades tal y
como lo muestra el dilema de Benacerraf. El dilema deja en evidencia las dudas
sobre el proceso de Godel para generar conocimiento. Frente a la postura de
Godel, Kitcher se plantea preguntas tales como: “étenemos la capacidad de
someternos a tales procesos (intuitivos)?, ¢podria este tipo de proceso producir
conocimiento a priori?, écomo sabemos si tenemos una facultad godeliana de
intuicion?” (Kitcher, 1984, p. 60).

Para los platénicos, los procesos de intuicion forman parte de las entidades
tedricas, es decir, se cree en la intuicién porque se tiene una teoria particular.
Pero bien se sabe que las teorias son susceptibles de cuestionamiento. Al ser
considerada como un ente tedrico, la intuicion no puede ser un proceso que se
identifique independientemente de los objetos abstractos y, sin embargo, los
matematicos creen que la intuicion existe, y de ser asi, la matemaética s6lo podria
ser posible para los matematicos talentosos. Solo para una minoria la intuicion es
considerada como un modo de conocimiento bésico.

Aceptar que los matematicos experimentan intuiciones platonicas, implica
cuestionarse sobre los procesos actuales y preguntarse si son diferentes a los de
sus predecesores, incluso, tal vez creer que los matematicos anteriores estaban
equivocados, pero esto no es asi: “no podemos discriminar las intuiciones de los

procesos conocidos (después de hecho) para producir creencias falsas” (Kitcher,

1984, p. 61).
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Es comun elogiar a grandes matematicos por sus intuiciones, sin embargo,
estas se dan en la resolucion de problemas y no en el conocimiento de los axiomas,
“no pensamos en el matematico como contemplando los objetos matemaéticos y
generando una idea fructifera. Las intuiciones de las que suelen hablar los
matematicos no son las que exige el platonismo” (Kitcher, 1984, p. 61). Es decir,
que, aunque los axiomas nos parezcan “obvios” la creencia en ellos no es generada
por un proceso del cual aprendamos directamente los objetos matematicos. Por
tanto, no es posible afirmar que alguien tenga un conocimiento de como obtener
la comprension de los objetos matemaéticos, incluido Godel. Los matematicos
talentosos tienen la habilidad de abordar el problema desde un nuevo punto de
vista. Pueden “intuir” que cierta “maniobra” les permitira evaluar una integral o
deducir ciertas propiedades de un sistema por analogia con otro, su éxito radica
en la capacidad de discernir rasgos de la realidad matematica.

Ahora bien, para el platonismo es relevante la afirmacién de Godel “los
axiomas ejercen una fuerza que nos hace tenerlos por verdaderos”. Esto parece
implicar la presencia de un sentimiento de familiaridad con los principios basicos
y en particular para Godel “sefiala el hecho de que nuestra creencia en ellos ha
sido generada por una intuicion de la realidad matematica. Este estado de
‘familiaridad’ podria usarse para identificar la ocurrencia de intuiciones en
nosotros” (Kitcher, 1984, p. 62). Sin embargo, para Kitcher, que los axiomas nos
parezcan no significa que la creencia en ellos sea generada por un proceso que

nos permite “captar” directamente los objetos matematicos.

La intuicion matematica es un proceso que involucra tanto el mundo real
(fisico o intelectual) del matemaético y el conocimiento generado de este proceso
no esté exento de error (los objetos de la matemaética son creaciones de la mente
humana y validados por una comunidad cientifica) y estos errores podrian tener
como consecuencia creencias falsas. Al igual que en el mundo fisico, la
experiencia es la encargada, en muchos casos, de mostrar en el mundo de las

matematicas si las creencias son falsas o no:

La existencia de los enganos a los sentidos no es un obstaculo para
nuestro conocimiento de la fisica; es un obstaculo para la tesis de que

los procesos sensoriales que realmente garantizan nuestras creencias
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podrian continuar haciéndolo, sin que importe qué experiencia
fuéramos a tener. Del mismo modo, las paradojas de la teoria de
conjuntos no desafian la posibilidad del conocimiento matematico,

sino que amenazan el apriorismo. (Kitcher, 1984, p. 63)

Kitcher no comparte la idea, expresada por algunos, que afirma que la
intuicion proporciona un conocimiento irrefutable de las matematicas. La
historia de la matematica nos proporciona varios episodios en los que los
matematicos han aclamado alguna cosa como evidentemente intuitiva y al final
ha resultado ser falsa. Por ejemplo, Frege, Dedekind o Cantor avanzaron en un
principio de “comprensién universal” tomando alguna propiedad para
determinar un conjunto. Asi mismo Gauss, Cauchy y otros matematicos del siglo
XVIII, se extraviaron al creer en la auto-evidencia de la ley de continuidad,
enunciando que lo que va hasta el limite, se sostiene en el limite, lo que resulté
una falacia natural. En suma, afirmara Kitcher, la historia de la matematica
muestra que la intuicion (de la que hablan los platénicos) es sospechosa.

Aunque en algunos casos la intuicion haya resultado falsa, la consideracion de
las situaciones en las que la conjetura llevo con el tiempo a resultados verdaderos
tiene una justificacion, en lo que Kitcher denominara transiciones interpracticas.
Por ejemplo, para los aprioristas, ampliar la nocion de linea recta a geodésicas,
parece algo contra-intuitivo, y esto sucede porque la rigidez de la geometria
euclidiana parece ser arbitraria para decidir sobre la terminologia de los nuevos
dominios, tales como la mecanica cuantica o el calculo de conectores (Thompson,
1998, p. 309). Esta perspectiva apriorista, ignora la evoluciéon de los conceptos,
asi como las modificaciones de los esquemas intuitivos, dado que estos reajustes
suceden cuando los nuevos conceptos son introducidos en los dominios del
discurso.

Esta reticencia ante los nuevos esquemas, no impide que los nuevos sistemas
conceptuales se incorporen a los antiguos y se produzca un desarrollo inevitable,
aunque afirmen en su defensa, que los nuevos reajustes de los esquemas
intuitivos luego de una conjetura, no son mas que juegos del lenguaje, en un
idioma diferente y ain mas peligroso, “lo que es duro, sin embargo, es que
mientras los patrones que estamos intentando reconocer son codificados como

esquemas, los esquemas que estamos dispuestos a aplicar estan pobremente
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sintonizados, no son adecuados para el contexto total o en su defecto cuando los
proyectamos en nuevas situaciones” (Thompson, 1998, p. 313).

El caracter de la matematica ha sido transformado por las sucesiones de
transiciones racionales. Muchos de los patrones de inferencia racional explicados
en los apartados anteriores y sustentados por Kitcher, gracias a la historia de la
matematica, llevan al matematico creativo a innovar y extender el conocimiento
que le ha sido transmitido por sus maestros, libros o autoridades académicas.
Para Kitcher, debe existir algiin método para la “locura” de los matematicos y
considera que es filos6ficamente importante explicarlo. éSera este método la
intuicion? Nosotros creemos que si. Entendiendo la intuicién no al modo de los
platonistas sino como la explicamos en el primer capitulo del presente
documento.

Volviendo con las transiciones interpracticas, uno de sus componente
hace referencia a la metamatematica, donde se abordan las consideraciones que
tienen los matematicos sobre su campo de conocimiento: “las ideas acerca de
como se hacen las matematicas pueden ser simplemente inculcadas en el
entrenamiento temprano sin ningan reconocimiento formal de su naturaleza o
defensa de sus méritos” (Kitcher, 1984, p. 189). Aqui se incluyen los estandares
para la prueba, el alcance de las matematicas, el orden de las disciplinas o el valor
de los tipos de investigacion. La metamatematica articula las limitaciones de la
investigacién matematica.

Ahora bien, un matematico se enfrenta a un problema, para resolverlo
recurre a los conocimientos que le han sido “transmitidos” de sus predecesores
por las autoridades académicas. Pero es un proceso interno e individual lo que lo
puede llevar a la articulacion y reestructuracion de toda esa informacion. Sin
embargo, surge la pregunta ¢Kitcher considera que la creatividad y genio de
grandes matematicos también son un proceso colectivo generado por las
transiciones interpracticas? Teniendo en cuenta los componentes de la practica
matematica considerados por Kitcher, podriamos responder afirmativamente
esta pregunta.

Un mateméatico o un grupo propone una solucion a una pregunta
planteada por la comunidad académica, la resolucion introduce un nuevo
lenguaje, algunas proposiciones nuevas “que no solo no pueden estar respaldadas

por razonamientos dados previamente, sino que incluso amenazan con
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contradecir los enunciados aceptados” (Kitcher, 1984, p. 193). Algunos de estos
razonamientos podrian no integrarse al sistema que prevalece. Aunque se
presenten algunas deficiencias, si se logran resolver las preguntas importantes
planteadas, entonces se inserta en la practica. “En el curso de estas actividades,
se pueden agregar muchos razonamientos nuevos y poco rigurosos” (Kitcher,
1984, p. 193). Este matematico o grupo de matematicos usaran el lenguaje para
darle rigor a los razonamientos poco rigurosos que llevaron a resolver las
preguntas importantes, tratando de hacer una presentaciéon sistematica de los
resultados acumulados.

Algunos consideran que los avances o grandes “descubrimientos” son
producto de un solo individuo, Kitcher muestra que esto es resultado de todo un
proceso donde cambia el lenguaje, aparecen nuevos axiomas, se derrocan puntos
de vista matemaéticos anteriores, se usan mecanismos no siempre rigurosos, lo
que puede llevar a considerar que la nueva practica es absolutamente diferente a
la que inici6 el proceso. Ahora bien, écuél es el papel individual de los grandes
matematicos? ¢Donde quedaria la creatividad, el genio o el talento? Tal vez ellos,
a diferencia de sus predecesores o sus contemporaneos, aunque todos contaran
con la misma informacion, tuvieron un proceso interno diferente que los llevo a
reorganizar las ideas nuevas con las antiguas y ser capaces de hacer la diferencia.
Teniendo en cuenta las caracteristicas expuestas en el primer capitulo, podriamos
llamar a este proceso interno: intuicion.

De nuestro recorrido anterior podemos sostener la siguiente tesis: para
Kitcher, la intuicién matematica es usada por los grandes matematicos al resolver
problemas, no en el momento de la creacion de conceptos ni de la “biisqueda” de
los axiomas.

Para Kitcher, la intuicién descrita por el platonismo (o el realismo) no lleva al
conocimiento (o descubrimiento) de nuevos axiomas (en el sentido de Godel),
sirve, con mayor frecuencia, para resolver problemas (mas cercano a la idea de
intuicion de Poincaré). Un matematico talentoso (o un estudiante muy
adelantado) observa un problema desde un punto de vista diferente, puede
decirse que “intuye” que una decision particular puede ayudar, por ejemplo, a
evaluar una integral o a reducir un problema de la teoria de nimeros a resultados

previos de la teoria de funciones.
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Esta idea de intuicién de Kitcher, puede conectarse con la nocion de intuiciéon
que hemos estado trabajado, en la que la intuicion es un proceso, que permite
transformar ideas difusas y “desordenadas” (que se dan en la conciencia luego de
intentar resolver un asunto que tiene su origen en la realidad del matematico) en
elementos claros como conceptos o enunciados matematicas, que a la postre
conduciran a la resolucion de un problema que debera ser avalado por la
comunidad académica.

Hemos evidenciado, a lo largo de The Nature of Mathematical Knowledge, que
para Kitcher es incorrecto usar la intuicién como forma de acceder al reino de las
ideas o como método de conocimiento de los axiomas. Su investigacion se centra
en si “un tipo particular de proceso estaria disponible para una persona con los
tipos de facultades que las personas realmente tienen, no si tales procesos
estarian disponibles para criaturas cuyas capacidades para adquirir conocimiento
aumentan o disminuyen” (Kitcher, 1984, pp. 26—27).

Asi, la intuicion en el pensamiento de Kitcher podria interpretarse como el
proceso que le permite a un matemaético luego de haber recibido o estudiado los
trabajos de sus predecesores, reestructurar sus imagenes propias y las del
contexto de su época, para generar ideas novedosas que puedan cambiar las ya
existentes con el lenguaje y la teoria apropiadas.

Algunos descubrimientos y avances en la matemaética han sido el producto de
conjeturas, las cuales se han producido por la asociacion informal y no
estructurada, en todos los casos, de métodos analiticos o calculos deliberados.
Entonces “cuando los matematicos hablan de intuicién, generalmente lo hacen
en el contexto de discutir la resoluciéon de problemas. Los grandes matematicos
creativos, como Euler, Riemann y Ramanujan, son a menudo elogiados por su
capacidad de intuicion” (Kitcher, 1984, p. 61).

Lo que se admira es la capacidad que tienen para reorganizar o configurar a
partir de informacién previa (obtenida por la experiencia fisica 0 matematica)
unas opciones nuevas de solucion para abordar y resolver un problema. Es decir,
lo que se evidencia en estos genios es una habilidad extraordinaria que permite
obtener una singular y fructifera Gestalt de un problema.

El talentoso matematico mira un rompecabezas recalcitrante desde un
nuevo punto de vista, "intuyendo" que una maniobra particular

ayudara con la suma de una serie o la evaluacion de una integral, que
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un problema en la teoria de nimeros se reduce a un resultado de la
teoria de funciones. El secreto de su éxito no es una habilidad especial
para discernir las caracteristicas de la realidad matematica. (Kitcher,
1984, p. 61)

Cuando se elogian grandes matematicos (o estudiantes muy brillantes) por
sus ‘poderes intuitivos’, en realidad a lo que se hace referencia es a su grandiosa
capacidad para resolver un problema: “la intuiciéon de este tipo suele ser un
preludio del conocimiento matematico. Por si mismo no justifica la creencia,
aunque puede desempenar un papel heuristico importante y también servir como
parte de un proceso de justificacion” (Kitcher, 1984, p. 62). Es decir, la intuiciéon
se “ejerce” sobre la resoluciéon de problemas y no para el conocimiento de los
axiomas.

Esta habilidad extrema lleva a una sensaci6on de evidencia, que algunos
consideran como producto de la intuiciéon. Para Kitcher esta interpretaciéon no es
acertada. En realidad esta sensacion de lo obvio es el “resultado del ejercicio de
esas habilidades conceptuales que hemos adquirido [...] O tal vez se deriva del
adoctrinamiento que recibimos en nuestra juventud matematica” (Kitcher, 1984,
p. 61). Las intuiciones son introducidas por la epistemologia y no existe razéon
para creer que un matematico brillante (incluido Godel) tenga una facultad
“especial” para tener intuiciones.

En Kitcher, la intuiciéon estd implicita en el quehacer de los mateméticos (o
incluso de los estudiantes), es decir, es un proceso que se presenta en la practica
matematica. Uno de sus componentes tiene que ver con el planteamiento de
preguntas acertadas cuyas respuestas llevan a que la practica tome uno u otro
sentido. Este planteamiento y posibles respuestas podemos interpretarlo como la
resolucion de un problema. Y aunque se trabaje en conjunto, como miembro de
una comunidad, la forma como se abordan las preguntas o se plantean las
soluciones, también tiene un componente individual.

Otro componente relacionado con el cambio matematico es la respuesta a las
preguntas, y un rastreo profundo de ellas podria llevarnos a su fuente practica.
En alguna de las etapas del desarrollo matematico, los matematicos han
evidenciado el poder de idealizar los temas y su comprension sobre este poder los
hace plantear mas preguntas sobre operaciones que no estan ligadas con la

practica real del individuo: “continuamente surgen nuevas preguntas a medida

129



que se modifica la cuenta del tema ideal, a medida que se agrega un nuevo
lenguaje y se aceptan nuevos enunciados” (Kitcher, 1984, p. 202).

El genio y talento son necesarios para formular buenas preguntas y la historia
nos muestra que existen dos tipos de preguntas en el contexto de la practica
matematica. Unas, denominadas intrinsecas, cuya respuesta permiten avanzar en
el conocimiento matematico, acercandolo a nuevas discusiones. Otras, que tienen
un valor mas instrumental, cuya respuesta permite abordar otras preguntas.
Cuando la respuesta a una pregunta es acertada y probada su veracidad,
inmediatamente pasa a ser parte de los enunciados verdaderos, insertdndose en
el conjunto de razonamientos aceptados.

Plantear una buena pregunta puede ser el resultado de un anélisis individual
del matematico que actualizé el conocimiento transmitido por las autoridades
académicas y su propio razonamiento reorganizandolo para tal fin. ¢Es la
intuicion ese proceso individual necesario que incluye el conocimiento de los
predecesores, el contexto y la validacion dentro del campo matematico y que
permite al matematico ofrecer aportaciones a las nuevas practicas? Nosotros

creemos que Kitcher podria responder afirmativamente a esta pregunta.
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5. La intuicion en la practica matematica

La aplicacion de las matematicas al campo empirico, que se ha considerado
en capitulos anteriores como mundo 1 (Popper & Eccles, 1993), es una asunto que
siempre ha intrigado a quienes piensan sobre la ciencia, dado que “mirar el
mundo con ojos matematicos ha facilitado, en mas de una ocasi6n, enormes
avances en la ciencia” (Alcolea, 2006, p. 242). Algunos han usado este hecho
innegable para concluir que los objetos de la matematica son indispensables. Sin
embargo, solo lo son en tanto que objetos que sirven para cumplir los objetivos
de la ciencia.

Por otro lado, también en capitulos anteriores y siguiendo a Popper & Eccles,
estudiamos que los objetos matematicos pertenecen a un mundo 3, el mundo de
los conocimientos objetivos. La comprension de los objetos del mundo 3 debe ser
analizada en términos de la construccién o reconstruccion de los objetos de este
mundo. (Teniendo en cuenta que la intuicién es un proceso, es posible asumirlo
como una reconstruccion, un esquema de organizacion, de construir y “ordenar”
lo nuevo a partir de lo ya conocido). A diferencia de Platon, los pensadores Popper
y Eccles no aceptan la existencia de un 6rgano del sentido, sino de una facultad
para razonar y argumentar: “segin mi manera de ver las cosas, podemos
comprender la captacion o comprension de los objetos del Mundo 3 como un
proceso activo. Hemos de explicarla como la construccion o recreacion de dicho
objeto” (Popper & Eccles, 1993, p. 50).

Siguiendo este razonamiento, para resolver un problema, que hace parte de la
practica cotidiana de un matematico; se deben ensayar distintas soluciones,
redescubrir hasta entender el problema, asi se entenderan las teorias una vez se
haya comprendido la solucién que ha inventado una teoria. Al entender las
suposiciones que se presentan, el matematico puede comprender y reconstruir
las demostraciones planteadas, “en todos estos casos, el conocimiento se torna
‘intuitivo’ tras haber adquirido la sensacion de que podemos realizar el trabajo de
reconstruccion a voluntad, siempre que queramos” (Popper & Eccles, 1993, p. 51).
Lo anterior no supone la existencia de “ojos de la mente”, s6lo supone una
capacidad para construir objetos, en especial, de caracter lingiiistico, pero esta
habilidad es resultado de la practica. Lo fundamental es que aprendamos a hacer
cosas y s6lo aprenderemos haciéndolas en situaciones apropiadas. Y esto incluye

situaciones culturales como aprender a leer y a argumentar.
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El proceso de aprendizaje de los objetos del Mundo 3 es social y cultural.
Poseemos una curiosidad innata que nos hace activos resolutores de problemas.
En el campo cultural somos dados a aprender a hablar y luego a escribir, “asi pues,
aprendemos a construir objetos del Mundo 3, a comprenderlos y a ‘verlos’, no por
vision o contemplacion directa, sino mediante la practica, mediante la
participaciéon activa”. (Popper & Eccles, 1993, p. 53). Asi mismo, debemos
comprender que es posible que algunos problemas no se puedan resolver, es
decir, a pensar de forma mas abierta. A este mundo 3 pertenecen tanto las teorias
como las relaciones légicas, “los objetos del Mundo 3, incluso las posibilidades
logicas que no han sido examinadas plenamente, pueden actuar sobre el Mundo
2, es decir, sobre nuestras mentes, sobre nosotros, y nosotros, a su vez, podemos
actuar sobre el Mundo 1” (Popper & Eccles, 1993, p. 53).

Para algunos, los enunciados de la matematica son verdaderos porque se
aplican dentro de un contexto determinado en una matematica estandar aceptada
por la comunidad académica. Para otros, lo importante son las estructuras y no
los elementos que componen estas estructuras: “Para Quine y Popper, como para
Kreisel, la orientacion de las matematicas es objetiva, pero también factual,
porque se encarga de establecer hechos verdaderos sobre el mundo matemaético
real, un mundo que sobrepasa nuestra comprension cognitiva” (Alcolea, 2006, p.
253).

De la cita podemos establecer la necesidad del mundo 3, para comprender la
interrelacion con los objetos de la matematica. Por otro lado, y como enunciamos
en parrafos anteriores, la intuicién entendida como un proceso dindmico, podria
en este esquema de Popper entenderse como aquella que atraviesa y conecta los
tres mundos. Para ello tengamos en cuenta los argumentos usados sobre la
relacion entre estos mundos:

1. Los objetos del mundo 3 son abstractos pero reales, dado que son

herramientas que permiten cambiar el mundo.

2. Los objetos del mundo 3 tienen influencia sobre el mundo 1 dado que son
creaciones humanas, y a su vez, la forma de “captarlos” o aprenderlos
implica al mundo 2. Lo que muestra una interaccién entre los 3 mundos.

3. Los objetos del mundo 3 son tan reales como los procesos del mundo 2. (Si
quisiéramos hacer una relaciéon con nuestra idea de intuiciéon, podriamos

hacer la siguiente “secuencia”, la intuicién es un proceso del mundo 2 que
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puede “nacer”, algunas veces, en el mundo 1, utiliza los objetos del mundo
3 para luego insertarlos, en muchas aplicaciones practicas, nuevamente en

el mundo 1).

Algunas veces se hace hincapié en que el hombre es un animal constructor de
herramientas. Con todo, si por herramientas se entiende objetos materiales,
entonces resulta en extremo interesante constatar que ninguna de las
herramientas humanas estad determinada genéticamente; ni siquiera el palo. La
unica herramienta que parece tener una base genética es el lenguaje. El lenguaje
es inmaterial, y aparece bajo las formas fisicas mas variadas; es decir, bajo la
forma de sistemas de sonidos fisicos muy diferentes. (Popper & Eccles, 1993, p.
56)

Los diversos lenguajes son productos humanos, son objetos culturales
generados por necesidades culturales y mediados por las capacidades que se han
establecido genéticamente. Todos los nifios adquieren un lenguaje gracias a un
trabajo activo. Podria decirse que la educacion de un nifio es producto de este
mudo 3. Las percepciones no son algo dado, son construcciones y son el resultado
de un proceso activo. (En el caso de aprender matematicas estas no son dadas,
son aprendidas y las creaciones han sido producto de un proceso de intuicion).
Algunos modos de comportamiento verbal permiten conectar creencias con otras,
las cuales pueden ser aprendidas en los colegios: “estas disposiciones heredadas
o aprendidas son lo que algunas personas llamarian ‘nuestras intuiciones logicas’.
Admito que existen, frente a lo que ocurre con los objetos en el Mundo 3” (Popper
& Eccles, 1993, p. 88).

El lenguaje es uno de los aspectos esenciales en la practica matemaética de
Kitcher, asi como los enunciados aceptados, las preguntas atn sin resolver, los
razonamientos, los puntos de vista metodolégicos y el orden de las disciplinas,
entre otros problemas. Para Kitcher, solo existen operaciones humanas reales; no
entidades misteriosas ideales. Para él “el objetivo de la matemaética es
proporcionar descripciones idealizadas de la estructuracion de la experiencia”
(Kitcher, 1988b, p. 530). Una vez esta empresa se ha puesto en marcha surgen
preguntas, que aparentemente no tienen aplicaciones reales (mundo 1), pero que
si corresponden al cuerpo de conocimiento de la matematica (mundo 3), llevando
a otra meta de las matematicas: “la comprension intelectual”. Por tanto, aparecen

dos objetivos epistémicos de la matematica: producir historias idealizadas que
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permitan responder a la necesidad practicas de las ciencias y una comprension
sistematica de las matematicas que responda a preguntas generadas en el seno de
la propia practica matematica. El proceso de reinterpretaciéon en matematicas
parece que nunca se detendra, continuara adicionando modificaciones al marco
conceptual, impidiendo que ella misma sea una disciplina estable.

A continuacién, presentaremos algunas de las ideas de Kitcher sobre la
practica matematica y finalmente identificaremos la intuicion como elemento
importante en uno de los componentes del hacer de un matematico: la resoluciéon

de problemas.

5.1La practica matematica en la obra de Kitcher

El debate contemporaneo sobre filosofia de las matemaéticas, gira en torno a
los problemas gnoseolégicos y ontolégicos planteados por Benacerraf en sus dos
articulos cléasicos influyentes, su objetivo fue explicar cdmo podemos tener acceso
a los objetos matematicos (Mancosu, 2016). Al enmarcar la discusion, solamente,
en la teoria del conocimiento matematico, como observamos en el tercer capitulo,
se dejo por fuera lo referente a la practica matematica. (Marino & Pena-Péez,
2019, p. 74)

Para la version ontoldgica del realismo, los objetos matemaéticos existen. Para
la versi6on semantica los enunciados matematicos son verdaderos y no dependen
de convenciones ni lenguajes. Para la epistemologia de la teoria de conjuntos, se
requiere algo més que hechos acerca de los conjuntos particulares: es necesario
revisar sus interrelaciones y cémo son conocidas de algin modo “cuasi-
perceptual” o “intuitivo”. Al incluir todo ello algunos de los axiomas bésicos de la
teoria de conjuntos cuya evidencia es intuitiva, “nos queda el problema de como
estas verdades generales basicas pueden ser conocidas” (Maddy, 1980, p. 184).

Los partidarios de la teoria realista de conjuntos afirman que la existencia de
los conjuntos es independiente del pensamiento humano y que dicha teoria de
conjuntos es la ciencia de semejantes entidades. El principal representante de
esta corriente es Godel quien ha sostenido una analogia entre la ciencia
matematica y la fisica (como estudiamos en el capitulo 2). Asegura la practica

matematica guarda una relacion con las matematicas de la vida cotidiana, tal
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como la fisica teorica se relaciona con la ciencia fisica y el sentido comun con el
conocimiento del mundo:

La percepcion sensorial nos da conocimientos simples de hechos

acerca de los objetos fisicos, y una facultad de intuicién matematica

nos da el conocimiento de los conjuntos, de los nameros y de algunos

de los axiomas simples concernientes a ellos. (Maddy, 1980, p. 163).

En ambos casos existe un proceso inobservable, el cual estad detras de la
intuiciébn matematica y permite explicar, predecir, y sistematizar los hechos
elementales y al final juzgar si son o no exitosos.

Aunque GoOdel tenia esperanza en la fenomenologia para encontrar un método
de solucién de los problemas abiertos, esto no fue posible, puesto que “lo que
fomenta la visién fenomenolodgica, entre otras cosas, es el reconocimiento de la
existencia y la importancia del significado y los conceptos informales en la
practica matematica” (Tieszen, 2002, p. 377). Es decir, lo que aporta la
fenomenologia es una vision de la practica matematica que desarrolla la
comprension del significado de los conceptos mateméaticos por medio de
actividades como abstraer, generalizar, especificar, hacer analogias, idealizar,
formalizar, axiomatizar y permitir la libre variacion de la imaginacion. Esto da un
sentido menos reduccionista que aquellos que sostenian que la matematica es un
conjunto de tautologias sin contenido.

Ahora bien, cuando el centro de la filosofia matematica es como se accede al
conocimiento, los mateméaticos toman posturas al respecto; una de las mas
defendidas es el platonismo o la doctrina a priori. Kitcher se aleja de esta
doctrina, y en su intento de postular una nueva teoria del conocimiento, se
encuentra con la importancia de tratar temas como la historia y la practica
matematica.

En The Nature of Mathematical Knowledge, Kitcher propone una teoria
sobre el conocimiento matematico, intentando entender cémo obtienen su
conocimiento tanto los expertos como la persona del comin. Las discusiones
filosoficas de los matematicos concluyen que el conocimiento de las verdades
matematicas difiere del conocimiento de las proposiciones de las ciencias
naturales, esta perspectiva implicaria que la naturaleza del conocimiento
matematicos es diferente al de cualquier otra ciencia. Por ejemplo, no es habitual

que los matematicos realicen experimentos para corroborar sus resultados, y esta
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situacion conduce a la creencia de que el conocimiento matematico se obtiene de
una fuente diferente a la experiencia sensorial, es decir, se asume que el
conocimiento matematico es a priori.

Justamente, esta es la doctrina que Kitcher abandona y su teoria del
conocimiento rechaza el apriorismo matematico. Aunque algunos fil6sofos de la
matematica han intentado controvertir la mencionada doctrina, recurriendo al
empirismo, ninguna de ellas ha logrado explicar como un sujeto adquiere su
conocimiento matematico. La critica de Kitcher no es que la teoria sea
equivocada, sino que esta incompleta.

Otro punto que diferencia a Kitcher de las doctrinas anteriores, es que
abandona el énfasis que se hace en el conocimiento particular, mas que el general,
es decir, la tradicion tiende a olvidar que el conocimiento se da gracias al trabajo
de una comunidad y no de un sujeto sblo construyendo todo el cuerpo de
conocimientos de la matematica. Es claro para la mayoria que aprendemos de los
demas, sin embargo, para muchos seguidores del apriorismo no es relevante, por
el contrario, para Kitcher, este serA un punto central de su teoria del
conocimiento.

Un tercer punto de ruptura con los enfoques habituales; consiste en su énfasis
en el desarrollo historico de las matematicas. Para muchos filésofos de la
matematica, la historia ha sido epistemoldgicamente irrelevante, puesto que
suponen que el proceso histérico a través del cual las matematicas ha sido
elaborada, es producto de esfuerzos individuales. Entonces Kitcher explicara el
conocimiento de los sujetos, al rastrear el conocimiento de sus antecesores, es
decir, asumira que el conocimiento del individuo se basa en el conocimiento de
las autoridades de las comunidades que han influenciado a dicho individuo,
“podemos prever que el conocimiento matematico de alguien en el presente se
explicara por referencia a una cadena de conocedores anteriores” (Kitcher, 1984,
p- 5)-

Su intencién es comprender como inicia esta cadena de conocedores y, por
tanto, apela a la percepcion ordinaria, es decir, que el conocimiento matematico
surge del conocimiento primitivo adquirido por la percepcion.

Kitcher se adelanta a criticas de su enfoque de la teoria del conocimiento y
se pregunta si es posible que, de ese comienzo primitivo, surja el presente cuerpo

de conocimiento abstracto, y su respuesta es: si. Para argumentar sus
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afirmaciones mostrara que existen patrones inferenciales racionales que llevan al
matematico creativo a extender su conocimiento mas alla de lo heredado por las
autoridades de su pasado. Gracias a la suma de los esfuerzos racionales, el
conocimiento de la comunidad matematica aumenta de generacion en
generacion.

Centrar el analisis de la historia de las matematicas, en mostrar como crece
el conocimiento matematico, implica indagar por aspectos que habitualmente
son ignorados, que en contraste si se revelan en la historia y la filosofia de las
ciencias, donde surgen discusiones sobre los tipos de inferencias, su rol en las
elecciones tedricas y la interaccion entre historia y filosofia. El foco pasa de como
reconstruir las pruebas elaboradas por los grandes matematicos a cuestiones tales
como, por qué cambia el lenguaje matematico, de donde provienen ciertas
preguntas matemaéticas o como se modifican las pruebas.

Bajo el marco esbozado, es evidente que Kitcher rechaza el apriorismo
matematico y le atribuye a la comunidad actual como a las anteriores un
significado epistemolégico, generalmente no acreditado. Esta teoria del
conocimiento puede ser elaborada desde la realidad matemaética, explicando
como la experiencia perceptiva de los inicios, gracias a patrones de transicion
racional ha llevado a las matematicas de hoy, apuntando a una nueva
historiografia de las matematicas.

Cabe aclarar que el empirismo defendido por Kitcher, no esta limitado a una
vision utilitarista de las matematicas, a pesar de que, como se ha explicado las
raices del conocimiento matematico estan en la experiencia perceptiva y que éstas
mismas experiencias simples dan lugar a elementos de reconocido valor practico,
no debe asumirse que el desarrollo de las matematicas conserva el significado
pragmatico que se acumulan en los rudimentos. Mas aun, las ciencias naturales
muestran, que problemas que comienzan con hechos practicos, pueden, en
ocasiones, acabar en teorias que tienen poca utilidad practica. En suma, la
posicion constructivista de Kitcher defiende que las matematicas son una ciencia
idealizada de las operaciones que se realizan en objetos del ambiente,
especificamente, las matematicas ofrecen una descripcion idealizada de las
operaciones.

Para Kitcher, algunos conceptos o nuevos principios son adoptados

originalmente, por los motivos inadecuados, y es s6lo después, que pueden ser
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probados, al ser exhibidos en una relacion diferente a las presentadas en las
matematicas previas, esta situacion implica que, en algunos casos, el orden
epistemologico puede divergir del orden historico, lo importante es identificar y
describir las secuencias que conducen al conocimiento matematico. Esta
situacion es ejemplificada con las afirmaciones sobre los nimeros complejos, que
fueron aceptados inicialmente por razones muy pobres, pero que recientemente
pueden ser utilizados para resolver una variedad de problemas matematicos
tradicionales.

De las consideraciones anteriores, surge la pregunta de como puede ser
posible la creatividad en matematicas, puesto que de las ideas expuesta por
Kitcher pareciera que el matematico individual es un subordinado de la autoridad
de la comunidad académica, sin embargo, la creatividad es posible de dos modos
diferentes. Un primer modo consiste en agregar a los resultados matematicos
anteriores uno nuevo sin modificar el marco basico dentro del cual se realizan las
matematicas, esto requiere de genialidad, puesto que implica mostrar que los
recursos existentes (conceptos, principios) son suficientes para probar una
conjetura importante. El segundo modo, requiere que el matematico modifique,
incluso transforme, los elementos de la practica que hered6 de sus maestros, esta
situacion es mas compleja.

Ahora bien, lo que se encuentra en los argumentos de Kitcher es un
alejamiento de los problemas gnoseologicos y ontoldgicos de la matematica,
centrandose en aspectos de la metodologia, ampliamente ignorados, tales como
justificaciones para decidir a favor o en contra de nuevos axiomas, lo que para las
filosofias tradicionales hace parte del “contexto del descubrimiento” y, por ende,
no digno de investigacion.

La teoria del conocimiento matematico se ha limitado a un tnico plano,
consecuencia de su enfoque en el problema del acceso a los objetos abstractos,
por tanto, renovar la filosofia de la matematica implicaria considerar la practica
matematica, lo que aseguraria que ciertos problemas propios de la filosofia
florecieran cuando el area apropiada de la matematica es tomada en
consideracion. Un ejemplo de esta situacion es citado por Mancosu, al reconocer
que la geometria o la topologia pueden despertar interés en problemas de la
filosofia matematica como la visualizacién y el razonamiento diagramatico

(Mancosu, 2016, p. 131).
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Kitcher reacciona contra la tradicién que pretende erigir la filosofia como
fundamento de la matematica, mostrandose mas fiel a Lakatos, es decir,
reconociendo la importancia de la historia de la matematica y planteando nuevas
inquietudes: écomo se desarrolla la matemaética?,écomo se relacionan los
razonamientos formales con los informales?, entre otras.

Entonces, para Kitcher, la filosofia de la matematica parece haberse
centrado en temas generales de la filosofia como la teoria del conocimiento, la
metafisica y la filosofia del lenguaje, dejando de lado partes de la matematica
como la l6gica, la aritmética o la teoria de conjuntos, que son de interés para los
matematicos y los historiadores; lo que lleva a centrar el interés en la practica
matematica, “partiendo de la nocion de una practica matematica, el objetivo de
Kitcher fue dar cuenta de la racionalidad del desarrollo de la matematica en
términos de transiciones entre practicas matematicas” (Mancosu, 2016, p. 135).
Entre los patrones de cambio estudiados se encuentran la generalizacion, el rigor
y la sistematizacion.

Otra critica de Kitcher tiene que ver con imponer la l6gica como base para
la filosofia de la matematica, puesto que ésta es ineficaz para explicar la dindmica
del descubrimiento y el desarrollo historico de la matemaética, los conceptos y
grandes avances de la matematica dificilmente surgen de seguir las estrictas leyes
de la légica. Por tal motivo debe revisarse cuidadosamente la practica de los
matematicos para mostrar como es posible que surja una teoria del conocimiento.

Kitcher propone “una teoria del conocimiento y una ontologia de la
matematica unificadas y una teoria de como el saber matemético crece
racionalmente” (Mancosu, 2016, p. 152), este estudio es un intento por extender
los limites de la teoria del conocimiento mas alld que sélo preguntarse como es
posible acceder a los objetos abstractos.

Cuando Kitcher aborda la practica matematica, parece muy interesado en la
actividad mental y la vida psicologica de los cientificos, mas atin en sus procesos
de representacion, es decir, en el mundo 2 (Popper & Eccles, 1993). Las imagenes
mentales, o en el caso de los matematicos, los objetos y enunciados, son imagenes
mentales con las que el individuo opera, y cuya existencia pertenece al mundo 3.

Para Kitcher la cognicién humana tiene las siguientes caracteristicas:

1. La percepcién es un proceso, en el que el estado cognitivo se puede

modificar ya sea para adquirir una nueva creencia o para reforzar las
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preexistentes, pero esto dependera del estimulo y del estado cognitivo
previo.

El razonamiento y la resolucién de problemas estan relacionados con el
hecho de recordar proposiciones.

El individuo desea alcanzar ciertas metas lo que, en algunas
oportunidades, no siempre, puede ser su motivacion para resolver

problemas o tomar decisiones.

4. Aveces en laresolucion de un problema o en la toma de una decisién muy

particular, los individuos se pueden dejar llevar por una inferencia que les

permiten lograr exitosamente la meta propuesta.

Aunque Kitcher es un defensor de la construccién social del conocimiento y

de las transiciones, dado que, para €l los avances de un matemaético brillante son

producto de los trabajos de los matematicos anteriores y seran el fundamento de

los alcances de futuros matematicos, no desconoce el aporte en el avance de la

ciencia de la cognicion de cada individuo.

Johann Kepler y Tycho Brahe, contemplando juntos el amanecer, ven,
respectivamente, que el sol comienza a verse debido al giro de la tierra
y el inicio del viaje diario del sol alrededor de la tierra estéatica [...] El
estimulo comin que incide en Kepler y Tycho Brahe activa
propensiones diferentes en los dos hombres debido al caracter de sus
estados cognitivos antecedentes, especialmente debido a sus

compromisos con sistemas de astronomia distintos. (Kitcher, 2001, p.

99)

Para Kitcher, se presentan cuatro tipos de variacion subjetiva:

1.

Los cientificos podrian formarse creencias diferentes si tuvieran acceso a
diferentes fragmentos de informacion, de manera que la memoria
declarativa diferiria de un cientifico a otro.

Las proposiciones se pueden almacenar de manera diferente en la
memoria declarativa de un cientifico a otro, asi lo que para uno es facil en
la resolucion de problemas para otro no lo es tanto.

Segin el orden y la frecuencia de la informaciéon a la que accede un
cientifico, es posible que se activen unas propensiones en lugar de otras.

Asi, aunque dos cientificos estdn expuestos a las mismas propensiones,
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unas pueden facilitarse méas a uno que al otro, dependiendo del desarrollo
intelectual de cada uno.

4. Los cientificos pueden diferir en el contenido de la memoria
procedimental, pues unas propensiones pueden estar en uno y no en el

otro.

Algunos tipos de variacion cognitiva han sido pasados por alto. Estos son los
libros de texto, los manuales o los articulos de revision, dado que en su
homogeneizacién venden la ilusion de que el conocimiento en principio es
accesible de la misma forma para todos, ignorando que en la resolucién de
problemas o en la toma de decisiones los elementos en la memoria declarativa
que tiene cada cientifico son diferentes. Para algunos, por ejemplo, es mas facil
reunir informacion a partir de libros, para otros de conferencias y para otros esta
forma podria resultar muy dificil, “a menudo los colegas de una disciplina
cientifica reconocen que entre ellos prevalecen estilos cognitivos distintos,
cuando se enfrentan al mismo problema, los distintos cientificos los plantearan y
razonaran de maneras diferentes” (Kitcher, 2001, p. 104).

La idea de practica matematica de Kitcher tiene elementos que sustentan,
aunque tal vez no sea su intencién, el mundo 3 propuesto por Popper. Podemos
afirmar que la practica como accion fisica se realiza en el mundo 1, que esta
justificada por el mundo 2 y sus elementos tedricos caen en el mundo 3. Para
Kitcher los cambios teoricos del avance cientifico se pueden interpretar como una
practica cientifica que tiene elementos tales como: el lenguaje, las proposiciones,
trabajo experimental y tedrico, métodos de razonamiento, preguntas
importantes, resolucion de problemas, puntos de vista metacientificos sobre la
naturaleza de la disciplina, etc.

Siguiendo a Kuhn, Kitcher otorga un papel relevante a la historia y la entiende
como una secuencia de practicas. Con este punto de partida Kitcher propone una
tesis analoga para la practica matematica que contempla cinco componentes: “un
lenguaje, un conjunto de declaraciones aceptadas, un conjunto de razonamientos
aceptados, un conjunto de preguntas seleccionadas como “importantes” y un
conjunto de puntos de vista metamatematicos” (Kitcher, 1984, p. 163).

Para Kitcher, la practica de un cientifico es multidimensional y debe tener en
cuenta:

1. Ellenguaje
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Las preguntas

Los enunciados, incluyendo imagenes o diagramas.
Conjuntos de esquemas o patrones

Ejemplos estandar de informacion

Paradigmas de experimentacion, instrumentos y herramientas confiables.

N oo p W

Metodologia del cientifico (incluye razonamientos y criterios de

evaluacion de enunciados).

Kitcher se ocupa de dos tipos de problemas. El primero de las respuestas de
los cientificos a los otros. El segundo de los efectos de los esfuerzos individuales
en la comunidad. En el primer grupo se toma la confianza como un elemento
esencial de la actividad cientifica. Lo esencial para el segundo grupo es la
distribucion del esfuerzo en las comunidades cientificas. “En general abordo
ambos conjuntos de problemas echando mano de nuestras creencias sobre las
posibilidades al alcance del razonamiento individual y la coordinaciéon de los
esfuerzos individuales” (Kitcher, 2001, p. 416).

Anotdbamos antes que el aprendizaje de la tradicion se daba en el mundo 3,
dado que la invencion de nuevas teorias o conceptos cuenta no sélo con decisiones
individuales, sino sociales (Popper & Eccles, 1993). La vida cognitiva de los
cientificos es impregnada por la confianza en la autoridad. Esta se ve de tres
formas. En primer lugar, dependencia epistemolégica del pasado, la cual
absorbemos por la ensefianza de padres o de otras autoridades. En segundo, la
comunidad cientifica ha aceptado una autoridad epistémica dado que ya existen
acuerdos sobre esto. Y en tercero, durante la investigacion individual se aceptan
las ideas de otros colegas, es decir, se tiene una interaccién entre varios

individuos.

Un punto que merece la pena destacar es la cooperacion. Un cientifico que
esté interesado en resolver cierto problema debe contar con varios recursos a su
disposicion; entre ellos, elementos de informacion que pueden venir de
autoridades o que han sido adquiridos directamente: “podemos suponer que la
investigacion consiste en un periodo en el cual se obtiene la informacion
necesaria, seguido de un periodo en el que el cientifico intenta utilizarla” (Kitcher,
2001, p. 422). Ahora bien, debe resaltarse que los cientificos son capaces de

evaluar hasta qué punto son confiables los otros miembros de la comunidad. Un
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cientifico puede evaluar como genuino o como autoridad, a otro cientifico, a una
revista, a un equipo de investigadores o una tesis. Se tienen dos tipos de
autoridad: una no ganada, es decir, que se obtiene por pertenecer a una entidad
prestigiosa (de la posicion social del cientifico) y otra ganada, que es la
credibilidad que tiene cierto cientifico, por si mismo.

Al tratar la diversidad cognitiva se debe recurrir o a la psicologia de los
individuos o a las caracteristicas del sistema social, ahora bien “quienes articulan
alternativas inicialmente poco admisibles siguen adelante, al menos en parte,
debido a varios tipos de presiones no epistémicas: la fascinacién por una idea
especifica, la devocidn a una tradicion nacional, el deseo de ganar fama” (Kitcher,
2001, p. 471). Y entonces cabe preguntarse ¢Cémo puede aceptar un individuo
alguna teoria nueva? Una respuesta posible es por la influencia de la tradicion.
En la comunidad cientifica pueden distinguirse tres grupos: 1. Los que siguen la
teoria tradicional dominante. 2. Los rebeldes que se asocian a una teoria
advenediza. 3. Los nuevos integrantes que ain no tienen una postura definida.

En la empresa epistémica comunitaria, las motivaciones, a veces alejadas de
la practica cotidiana de los matematicos, afectan la toma de decisiones de un
individuo perteneciente a esa comunidad cientifica, “es posible que un enfoque
mas realista de la cognicion se pudiera formular con precision suficiente para
permitirnos lograr resultados claros acerca de las consecuencias de las decisiones
tomadas por los integrantes de una comunidad” (Kitcher, 2001, p. 526).

Si se juzga con un criterio externo el progreso de los campos de la ciencia se
cree que los cientificos emplean estrategias cognitivas superiores a las de los
demés. La tradicion suele creer que “la relacidon social entre cientificos no
interfiere con el uso de razonamientos individuales epistémicamente virtuosos”
(Kitcher, 2001, p. 527). Sin embargo, Kitcher muestra que considerar al cientifico
como un indagador puro es un mito. Esa misma tradiciéon que asume que los
objetos de la matematica son independientes del pensamiento humano y alos que
se accede de forma misteriosa, puede ser objetada si consideramos la postura de
Popper & Eccles al plantear la existencia del mundo 3.

Kitcher esta contra la idea que asume que la ciencia no avanza porque existen
presiones externas y motivaciones no epistémicas. Tampoco comparte la idea de
algunos filésofos de la ciencia para quienes no apelar a la razon y a la evidencia

para entender la resoluciéon de algin problema, genera un vacio “en el que
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‘factores sociales’ indeseables sean los que muevan la comunidad en direcciones
arbitrarias” (Kitcher, 2001, p. 527). Para Kitcher, el uso de razonamientos que
parecieran contrarios al progreso de la ciencia pueden llevar, en ocasiones, al
alcance de metas epistémicas: “Asi como es importante descubrir reglas para
dirigir correctamente la mente del individuo, asi también es necesario entender
hasta qué punto las estrategias comunitarias para hacer avanzar el conocimiento
podrian estar bien o mal disenadas” (2001, p. 528).

Kitcher toma un ejemplo de la historia, los trabajos de Lagrange sobre las
ecuaciones. Lo que le interesa es revisar la idea realista de la matematica. Y es que
Lagrange estaba interesado (mundo 2) en la naturaleza de una realidad abstracta
(mundo 3). La primera tarea fue descubrir cudles eran esas entidades y cuél su
caracterizacion. A continuacion, él y sus sucesores se concentran en los simbolos.
Luego aparece el problema de la construccion, es decir, producir cierto tipo de
ecuacion dada una ecuacion inicial, lo que lo lleva a examinar “el conjunto de
técnicas creadas por sus predecesores para resolver tales problemas” (Kitcher,
2001, p. 526) e intenta comprender a la luz de las nuevas ecuaciones. Estas
transiciones en la practica de la matematica son objeto de preocupacién para el
realista.

Hemos observado como para Kitcher los procesos matematicos no son
consecuentes con el apriorismo. Dado que los procesos no estan disponibles
independiente de la experiencia (que puede ser una experiencia fisica del mundo
1 o una matematica del mundo 3). Tampoco se pueden justificar (mundo 2)
independientes de la experiencia y pueden operar para producir una verdadera
creencia, que puede ser aplicada a la realidad fisica (mundo 1) o a la realidad

matematica (mundo 3).

5.2 La resolucién de problemas

Para Kitcher, el proceso intuitivo tiene razén de ser en la practica de los
matematicos. Uno de los componentes de la practica matematica hace
referencia a las preguntas y razonamientos aceptados, los cuales encontramos
en la resolucion de problemas, “éstos son razonamientos que nos permiten
obtener una respuesta a una pregunta aceptada anteriormente como valiosa”

(1984, p. 183). Para finalizar este capitulo, nos centraremos en las ideas de
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Kitcher sobre la resolucién de problemas y las ideas de Pdlya a sobre este

mismo tema.

5.2.1 Laresolucion de problemas en la obra de Kitcher

La historia, en Kitcher, se convierte en la descripcion creciente de la
racionalidad. No es solo una revisiéon sobre la racionalidad, la cual es producto de
una reflexion sobre las practicas presentes y pasadas, sino que es una visiéon que
permite criticar inferencias y afirmaciones hechas por aquellos que la han
estudiado habitualmente. Es decir, la practica matematica es una idea importante
para comprender el crecimiento del conocimiento matematico. Y un componente
de esta practica es justamente la resolucion de problemas.

Ahora bien, como hemos revisado a lo largo de este trabajo, Kitcher sostiene
que la intuicion matemaética es usada por los matematicos e incluso por los
estudiantes, en el contexto de la resoluciéon de problemas. Para otros existe una
relacion entre la intuicién, un esquema y la resoluciéon de problemas (Bergson,
2015; Fischbein, 1999; Poincaré, 1946; Thompson, 1998). En Thompson parece
quedar claro que “esquema” no es otra cosa que un patron estratégico aplicable,
por ejemplo, en la resolucién de problemas. De hecho, dice que el papel de la
intuicién “radica en guiar nuestra busqueda del esquema apropiado” (1998, pp.
283-284).

Por tanto, también la intuicién nos ayuda a encontrar la estrategia o el patron
estratégico pertinente para resolver un problema (Poincaré, 1946). Lo cual
significa que tiene que discriminar entre varios patrones y quedarse con uno que
podréa resolver, al menos en principio, el problema. Si falla (la intuicion es falible),
se recurrira a otro. En este sentido, la intuicién puede jugar, como diria Kitcher,
“un importante papel heuristico y también sirve como parte de un proceso de
garantia”, es decir, del proceso de justificacion (1984, p. 61).

Para Kitcher, los problemas a los que se enfrentan los matematicos pueden
tener un caracter tanto teérico como empirico. Una descripcion de la realidad
matematica evidencia como la percepciéon puede llevar al conocimiento y como el
desafio de los cientificos es resolver problemas planteados por la teoria existente:
“resolver un problema es descubrir una verdad sobre las operaciones
matematicas, y jugar con la notacién o discernir analogias en é1” (Kitcher, 1984,
p- 131).

145



Pensadores de diferentes corrientes filoséficas han supuesto que la eleccion
de una teoria cientifica particular esta mediada por el deseo “de alcanzar ciertas
‘virtudes’ tales como: simplicidad, poder explicativo, coherencia teodrica, eficacia
para la resolucion de problemas, falsabilidad, etc.” (Kitcher, 1984, p. 99).
Observamos como la resolucién de problemas aparece como un tema de interés
en la practica matematica.

Asi mismo el papel del matematico en la resolucién de problemas es una
critica que los constructivistas y nominalistas le hacen al platonismo. Para estos
ultimos el matematico no esta involucrado en la resolucion de problemas o en la
demostracion de teoremas: “no parece participar en ninguna actividad que se
interprete de manera plausible como ‘observar’ o ‘investigar’ objetos abstractos”
(Kitcher, 1984, p. 130) . Si esto fuera asi, Kitcher se pregunta épor qué cuando los
matematicos encuentran una dificultad no renuevan el conocimiento de los
objetos que intentan caracterizar? ¢(Por qué le dedican tanto tiempo a la
manipulacion simbolica? ¢Por qué cuando resuelven un problema los
matematicos parecen reconocer que este ‘logro’ es producto de las analogias
presentes en su desarrollo?

Kitcher considera que responder estas preguntas es un trabajo que
corresponde a la psicologia de la investigacion matematica. Esto no quiere decir
que el comportamiento del matemético cuando resuelve problemas sea
misterioso y ello es en parte por el doble funcionamiento de la notacién simbdlica:
“resolver un problema es descubrir una verdad sobre las operaciones
matematicas, y jugar con la notacion o discernir analogias en él es, en mi opinion,
participar en esas operaciones matematicas que uno intenta caracterizar”
(Kitcher, 1984, pp. 130—131).

La historia del calculo muestra cobmo para los seguidores de Leibniz su método
era mas eficiente en la resolucion de problemas, mientras que los newtonianos se
sentian mas orgullosos de haber preservado las caracteristicas importantes de las
matematicas anteriores. Ambos métodos llevaron a la transformaciéon de las
matematicas y de los problemas de la época. Otro caso interesante lo tenemos en
el método griego de andlisis, “este método fue identificado como un medio para
resolver problemas que no contaba como una técnica de prueba” (Kitcher, 1984,
p.- 183). Sin embargo, para los griegos los analisis exitosos (resolucion de

problemas), una vez obtenidos, se transformaban en razonamientos que
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constituian pruebas, pero no soluciones a problemas. Aqui encontramos la
asociacion de dos técnicas, una que tiene que ver con la resolucion de problemas
y una que tiene que ver con la prueba.

En su idea de las transiciones de las practicas, Kitcher aborda el tema de la
resolucion de problemas. Para €I, el componente matematico de la practica puede
mantener de forma constante las preguntas de interés, mientras que, los
razonamientos, los enunciados aceptados y el lenguaje son normalmente los que
cambian. Una comunidad matemaética aceptard un nuevo lenguaje, nuevos
razonamientos y afirmaciones las cuales pueden surgir como las respuestas a
preguntan planteadas al interior de la comunidad. Esto implica que los
matematicos deben contar con métodos que permitan demostrar que sus
respuestas son correctas.

Veamos un ejemplo. Euler estaba preocupado por calcular sumas infinitas de
series, para ello intent6 técnicas generales para la resolucion de esta clase de
problemas, “verificando que el nuevo método daba respuestas de acuerdo con las
aproximaciones reconocidas obtenidas al calcular sumas parciales y que, en
aquellos casos en los que las soluciones exactas ya estaban disponibles, el nuevo
método concordaba con los resultados establecidos” (Kitcher, 1984, p. 196).

Algunos pensadores objetan la extension de las practicas racionales que
expone Kitcher, sin embargo, él recurre a los ejemplos que brinda la propia
historia de las matematicas para mostrar que esa extension no es problemaética:
“los beneficios de la resolucion de problemas deben medirse contra los costos de
los nuevos métodos. Afirmo que es racional aceptar la practica extendida cuando
los beneficios percibidos son mayores que los costos percibidos” (Kitcher, 1984,
p- 199).

Ahora bien, los beneficios que trae consigo la resoluciéon de problemas, varian
segun la diversidad y la urgencia de las preguntas que se responden, “a veces la
capacidad de la comunidad matematica para resolver problemas matematicos
centrales se magnifica enormemente por una extension de la practica” (Kitcher,
1984, p. 199). Ejemplo de ello son la geometria cartesiana y el célculo
infinitesimal (de Newton y Leibniz). Cuando se responden pocas preguntas
significativas, pareciera que los beneficios de la resolucion de problemas son
pequeinos y entonces la extension que menciona Kitcher no es aceptada

inmediatamente.
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Los nimeros complejos se consideraron con recelo durante mucho tiempo, en
parte porque parecian traer solo pequeiios avances en la respuesta a las
preguntas: por lo tanto, la referencia a ellos podria denominarse como ‘sutil e
inutil’. Cuando el poder de resolucion de problemas de los métodos de niimeros
complejos en el analisis se hizo evidente, las quejas sobre los nimeros complejos
se silenciaron. (Kitcher, 1984, p. 199)

Esto no quiere decir, que las nuevas técnicas de razonamiento, en algunos
casos, produzcan resultados falsos (un ejemplo de ello son las técnicas para la
suma de series del siglo XVIII). Es posible, también, que el camino hacia las
conclusiones no sea muy claro, aunque las conclusiones como tal no sean del todo
incorrectas, “en tales casos, el alcance de las soluciones recién obtenidas puede
hacer que sea razonable aceptar la extensiéon y mantener que los razonamientos
poco rigurosos eventualmente se integraran en un sistema de pruebas” (Kitcher,
1984, p. 200). Esto sucedi6 con el calculo, aun cuando Berkeley expuso muchas
criticas a este nuevo método, por la naturaleza compleja de los infinitesimales, no
dudo6 del éxito que éste método traia a la nueva ciencia, “si esas técnicas
proporcionan suficientes soluciones a problemas cuya correccion puede
verificarse, puede ser razonable adoptarlas, con la condicion de que se verifiquen
sus liberaciones y buscar formas de restringirlas que ya no den lugar a anomalias”
(Kitcher, 1984, p. 200).

La practica de las matematicas conlleva costos y beneficios para resolver
problemas. Esta situacion justifica el uso de herramientas que en su momento
pueden ser imperfectas, en este mismo sentido, se pueden adoptar soluciones a
problemas que presentan algunas deficiencias o teorias cientificas anomalas,
confiando que con el tiempo estas “fisuras” se podran superar, “aunque la
discusion anterior sea cualitativa, creo que deja en claro que la respuesta a las
preguntas puede ser una forma racional de extender la practica matematica
incluso cuando las técnicas introducidas para responder las viejas preguntas
traen problemas propios” (Kitcher, 1984, p. 200).

Y entonces écuéles son los costos? Para Kitcher, estos se cuentan en términos
de soluciones de problemas que fueron aceptadas en el pasado y que hoy deben
ser desechadas y no reemplazadas. Y écuales los beneficios? Estos se miden en
términos de lo que la modificacion de la practica trajo “tanto en su revelacion de

por qué los razonamientos previamente mal entendidos fueron exitosos como en
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la eliminacion de obstaculos del camino de la investigacion de problemas
actualmente identificado como significativo” (Kitcher, 1984, p. 217).

Para Kitcher, los razonamientos, aunque poco rigurosos, que demuestren su
valor en la resolucion de problemas previamente identificados, deben ser
racionalmente aceptados. Ahora bien, cuando el lenguaje en el funcionamiento
de soluciones a problemas sea tan inadecuado que no permita abordar problemas
urgentes de investigacion, el matematico deberia preocuparse, en ese caso, por el
rigor. Finalmente, si los beneficios que aporta la comprension son mayores que
los costos de la resolucion de problemas, entonces se puede aceptar la idea de
reemplazar los razonamientos poco rigurosos. En esta disputa de costos y
beneficios, también se puede ganar en la investigacion de problemas cuya
solucion previa no fue conseguida por la falta de rigor.

En los casos en que la demanda previa de rigor era urgente —cuando

las preguntas matematicas interesantes no pueden abordarse debido a

deficiencias en la comprension matematica— los matematicos pueden

aceptar racionalmente una rigorizacion propuesta que no explica el
éxito de todas las técnicas de resolucion de problemas anteriormente

adoptadas o que introduce nuevos acertijos propios. (Kitcher, 1984, p.

217)

El desarrollo del calculo nos ofrece un ejemplo de como fue introducido un
nuevo lenguaje, unos nuevos razonamientos y nuevas preguntas al campo de la
matematica. Aunque al principio las nuevas expresiones no se entendian del todo
y los nuevos razonamientos parecian oscuros, los cambios fueron aceptados por
la comunidad matematica. Entonces, los avances de Leibniz y Newton
demostraron que se podian obtener soluciones a problemas cuya importancia ya
era previamente reconocida, “soluciones que sus predecesores habian logrado en
pedazos; que podian responder, de la misma manera, preguntas que otros habian
intentado responder sin éxito; y que podrian resolver problemas que “nadie antes
se habia atrevido a intentar” (Kitcher, 1984, p. 230).

Los métodos de Leibniz y Newton fueron precedidos por las incertidumbres
de principios del siglo XVII. Los matematicos del renacimiento heredaron de los
griegos una serie de preguntas que so6lo habian podido responder en casos muy
particulares y para los cuales no se tenia ningin método general, “entre estos

estdn los problemas de construir tangentes, construir normales, calcular la
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longitud de los arcos (rectificacion), calcular areas (cuadratura) y encontrar
maximos y minimos” (Kitcher, 1984, p. 230). Los predecesores de Newton y
Leibniz estaban interesados en resolver estos problemas de manera general.

El procedimiento que lleva a los avances en el desarrollo del calculo fue
motivado por los siguientes factores:

1. La generalizacion de las preguntas planteadas y las respuestas de los
griegos.

2. Elinterés por problemas fisicos que llevan al tratamiento de ciertas curvas
(cicloides, cisoides).

3. Los problemas resueltos por la geometria cartesiana. Gracias al algebra,
preguntas antiguas de geometria fueron reformuladas mostrando el
camino hacia una posible solucién. Fermat, por ejemplo, propuso un
método para encontrar maximos y minimos. Roberval se acerco, con cierto
éxito, al problema de la tangente. Cavalieri, por su parte, ide6 una técnica

para el problema del “area bajo la curva”.

La descripcion anterior muestra un conjunto de técnicas, pero “no existia un
método general para resolver ninguno de los problemas importantes, ni se
apreciaba la relacion entre las diversas clases de problemas” (Kitcher, 1984, p.
231). Por otro lado, muchas de las técnicas empleadas tenian razonamientos
confusos o calculos complejos en los asuntos mas interesantes. Entonces el gran
avance de Leibniz y Newton fue “disefiar” una técnica general para satisfacer la
demanda previa de la matematica de principios y mediados del siglo XVII:
“Newton y Leibniz proporcionaron algoritmos que podrian aplicarse para generar
respuestas a dos preguntas fundamentales, inversamente relacionadas, y
algoritmos subsidiarios para usar estas respuestas para resolver todos los
problemas geométricos” (Kitcher, 1984, p. 231).

Esta nueva herramienta llamada “calculo” permitio, de forma sistematica,
resolver problemas importantes como maximos/minimos y las tangentes,
problemas que se habian considerado anteriormente de manera separada. Lo
interesante, es que esta nueva “herramienta” supera las restricciones de los
métodos precedentes y “se puede aplicar a las curvas especificadas por ecuaciones
trascendentales (es decir, a curvas, como la cicloide, que no estan dadas por

ecuaciones polinomicas)” (Kitcher, 1984, p. 235).
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Este ejemplo sobre el desarrollo del calculo infinitesimal nos muestra como la
practica matematica, con sus transiciones racionales esta estrechamente
relacionada con la solucién a problemas antiguos y la creacion de nuevos
problemas. La transicién racional de la que habla Kitcher involucra a la
comunidad académica y también al matematico individual. Tanto Leibniz como
Newton lograron la unificacién de su método gracias a un proceso intuitivo. Ellos
partieron de problemas matematicos y fisicos propios de la época y gracias a su
experiencia, conocimiento de los métodos y conceptos de la matematica llegaron
a sus descubrimientos y avances. Es decir, que hablamos aqui de una intuicién
educada.

Es posible que Newton o Leibniz inicialmente no tuviesen tan claro el
razonamiento y todo el proceso que los llevaria a su método unificado (lo que se
evidencia en las criticas, por ejemplo, de Berkeley). Es decir, que sus primeras
imégenes no estuvieran tan bien organizadas. Pero gracias a sus conocimientos y
a la reconfiguracién de sus nuevas ideas junto con las ideas de sus predecesores
fueron capaces de ofrecer a la comunidad un método claro, eficaz, y que con el
tiempo sus afirmaciones fueron demostradas y verificadas por Riemann, Cauchy

o Weierstrass, entre otros matematicos.

5.2.2 La resolucion de problemas en la obra de George Polya

Cuando se aborda el tema de resolucion de problemas en matematicas es
inevitable considerar las ideas de George Poélya al respecto. Revisando estas ideas
encontramos que el matematico hdingaro hace referencia a la intuicién, y
quisiéramos precisar como la entiende.

Para Pdlya, la resolucion de problemas implica dos modos de percibir la
verdad. Por ello, con frecuencia la intuicion aparece en muchos de sus ejemplos
y en parte de sus analisis. Vamos a ilustrar este hecho.

Uno de los “pasos” que él considera como necesarios para la resolucion
correcta de un problema alude a la “ejecuciéon de un plan”, es decir, desarrollar
una idea que se ha concebido para la solucién de un problema. Esto no es facil, se
requiere de unas circunstancias, conocimientos previos, habitos del pensamiento,

concentracion, entre otros. También deben repasarse pacientemente todos los
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detalles, lo que implica una verificacién constante de los resultados obtenidos,
dira Polya que “podemos asegurarnos de la exactitud de un paso de nuestro
razonamiento ya sea por ‘intuicién’ o por medio de una ‘demostracién formal™
(Polya, 2002, p. 33).

Cuando se esta ejecutando el plan disenado para resolver el problema,
surge la pregunta ¢qué podemos hacer? En primer lugar, debemos tener una
compresion plena del problema, para realizar con todo detalle las operaciones
algebraicas o geométricas, que previamente se han identificado como adecuadas
con el plan, écomo nos convencemos de la exactitud de cada paso? Respondera
Polya “mediante un razonamiento formal o por discernimiento intuitivo o por
ambos medios, si es posible” (Po6lya, 2002, p. 53).

Siguiendo en las etapas para la buena ejecucién del plan establecido para
resolver un problema, aparece la necesidad del mateméatico por asegurar la
exactitud de sus proposiciones: “el matematico consciente trata de verlo
intuitivamente y dar una demostracion formal”. Sin embargo, la intuicién no es
sblo propia de los matematicos, un estudiante inteligente también podria hacer
uso de ella, mostrando que la intuicion puede sacarle cierta ventaja a la
formalizacion en matematicas:

Cualquier alumno inteligente, sin ningiin conocimiento sistemético de

geometria del espacio, puede ver, en el instante que concibe

distintamente el significado de los términos, que dos rectas paralelas

a una tercera son paralelas entre si (pudiendo estar las tres rectas en

diferentes planos). Sin embargo, la demostracion de esta constatacion,

tal como se da en la 92 proposicion del libro XI de los Elementos de

Euclides, requiere una preparaciéon larga, minuciosa e ingeniosa”

(Polya, 2002, p. 123).

Lo descrito no quiere decir que las reglas formales deban ser ignoradas o
que no sean necesarias para resolver problemas, lo que nos muestra Polya es que
es util e interesante usar los dos medios para “adquirir’” y desarrollar
conocimientos: “tratar de demostrar formalmente lo que se ha visto
intuitivamente y de ver intuitivamente lo que se ha demostrado formalmente es
un excelente ejercicio intelectual” (Poélya, 2002, p. 124). Si entendemos la
intuiciébn como un proceso podemos evidenciar que esta tesis de Polya es

frecuente en la practica de los matemaéaticos cuando inventan o resuelven
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problemas. No asi en la practica educativa, donde suele ignorarse le proceso
intuitivo y prestar mayor atenciéon a la matematica formal.

Al igual que muchos matematicos, entre ellos Godel, Polya también
relaciona la intuicion con la vision, “la intuicion y la demostraciéon formal son dos
modos diferentes de percibir la verdad, comparables a la percepcion de un objeto
material por medio de dos sentidos diferentes que son: la vista y el tacto” (Pdlya,
2002, p. 123). En su descripcién sobre la solucion de Jean Bernoulli al problema
de la curva braquistécrona y su relacion con la ley de Snell sobre refraccion, Polya
concluye: “podemos ver intuitivamente sin recurrir a férmulas, que la ley de Snell
implica una ecuacion diferencial [...] podemos ver intuitivamente la idea clave de
la solucion” (Polya, 1954a, pp. 154—155).

Siguiendo cierta tradicion, Polya encuentra que la intuicién puede
considerarse como una guia que permite llegar a ciertos descubrimientos
matematicos. Por ejemplo, cuando nos expone el desarrollo del calculo integral
hecho por Arquimedes, afirma: “sucede que uno de los mayores descubrimientos
matematicos de todos los tiempos fue guiado por intuicion fisica. Me refiero al
descubrimiento de Arquimedes de esa rama de la ciencia que hoy llamamos
calculo integral” (Pdlya, 19544, pp. 154—155).

De ahi que, a veces, asuma que la intuicion precede a la formalizacion, “al
tratar un problema geométrico o fisico algebraicamente, tratamos de expresar
una condicién sometida intuitivamente por nuestras ecuaciones” (Polya, 1954a,
p. 193).

A este respecto Pdlya reflexiona sobre el hecho de las elecciones que hacen
los matematicos durante su practica, algunos estdn més cercanos a la
formalizacion y otros a la intuicion. Aunque él considera que

Todo el mundo prefiere la comprension intuitiva a los argumentos

logicos formales, incluidos los matematicos profesionales. Jacques

Hadamard, eminente matematico francés de nuestro tiempo, lo

expreso asi: “El objeto del rigor matematico es sancionar y legitimar

las conquistas de la intuicion, y nunca hubo otro objeto para ello”. Sin

embargo, si excluimos a los matemaéticos profesionales, casi nadie

queda en posicion de apreciar adecuadamente los argumentos
formales. La intuicion nos llega “naturalmente”, los argumentos

formales no. En cualquier caso, la intuiciéon nos llega mucho antes y
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con mucha menos influencia externa que los argumentos formales que

realmente no podemos comprender a menos que hayamos alcanzado

un nivel relativamente alto de experiencia logica y sofisticacion.

(George Polya, 1980, pp. 127—128, las cursivas son nuestras)

Que la intuicién nos llega ‘naturalmente’ no significa que sea una especie
de llamado divino o algo misterioso. Es el resultado de la experiencia, del estudio
y del conocimiento de los conceptos y proposiciones que ya han interiorizado los
matematicos durante su practica. Tal vez, si a los estudiantes se les presentaran
las demostraciones mas cerca de la experiencia y contextualizadas como el
producto del esfuerzo, no s6lo de matematicos individuales, sino de toda una
comunidad académica, habria un espiritu més dispuesto a la invenciéon y al
descubrimiento en matematicas.

Para Polya, la intuicion también est4 relacionada con la experiencia. Esto lo
explica a través de una conversacion que sostiene con un cirujano quién afirma
que en muchos momentos cuando se ve abocado a tomar una decision en corto
tiempo, él recurre a la intuicion mas que a las reglas:

El tiempo es demasiado corto para aplicar una regla correctamente, y

cualquier patrén establecido podria desviarlo; lo que necesitas es una

intensa concentracion en la situacion que tienes ante ti. Y entonces la

gente llega a desconfiar de las ‘reglas’ y confiar en su ‘intuicién’ o

‘experiencia’ o ‘intuici6on-y-experiencia’. (Pdlya, 1954b, p. 167)

Nuevamente, no consideramos que se trate literalmente de desconfiar o
ignorar las reglas. Se trata de un conocimiento tan ampliamente dominado por
el médico que las reglas ya se le volvieron algo mecanico. La intuicién, es en
realidad el proceso que lo ha llevado a interiorizar en su conciencia esas reglas.
Un médico novato posiblemente tomaria una decisiébn equivocada en un
momento donde el tiempo apremie. Lo que influye en la decisiéon acertada del
médico es su experticia y la cantidad de veces que ha tomado decisiones, por lo
que ya tiene confianza y domina maés informacion que el aprendiz. En el caso de
los matematicos, cuando se refieren a una intuiciéon que les llega para resolver
cierto problema en que estan interesados, en realidad estan hablando de todo el
proceso por el que ha pasado su conciencia desde que aparecieron unas primeras
imagenes difusas y desordenadas, hasta que, luego de un esfuerzo intelectual

(usando los términos de Bergson), organizacion y reestructuraciéon en su
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conciencia de lo nuevo con lo conocido, las imagenes se reconfiguran y
transforman en ideas claras que pueden ser expuestas a la comunidad cientifica
para que sean demostradas y avaladas.

En sus principios sobre el aprendizaje, Polya describe tres fases, la de
exploracion, la de formalizacién y la de asimilacion. Para €l la intuiciéon forma
parte de esa primera fase: “una primera fase exploratoria estd mas cerca de la
accion y la percepcion y se mueve en un nivel mas intuitivo y heuristico” (Polya,
1954b, p. 104). La segunda tiene que ver con los conceptos, definiciones,
demostraciones, y la tltima es la que percibe el fundamento interno de las cosas.
Estas fases podrian considerarse con las etapas de un proceso, tal vez, un proceso
intuitivo.

Un estudiante interesado en aprender un asunto nuevo, debe revisarlo
desde varios puntos de vista y tratar de hacerlo “encajar” dentro de su
conocimiento existente donde pueda ser conectado convenientemente con
hechos que estén relacionados con el asunto en cuestion: “entonces podra ver ese
nuevo conocimiento con el menor esfuerzo, lo mas intuitivamente” (P6lya, 1954b,
p- 135). Entonces para Polya (1954b) la labor de un buen maestro es desarrollar
ese proceso de aprendizaje en el estudiante, asi: “encontrar formas de anclar un
hecho nuevo en la experiencia del estudiante, conectarlo con hechos previamente
aprendidos, cimentar su conocimiento mediante aplicaciones. Solo podemos
esperar que el conocimiento del estudiante bien anclado, bien conectado, bien
cimentado y organizado finalmente se vuelva intuitivo” (p. 135).

Para Pélya lo intuitivo tiene que ver con lo obvio, no en el sentido de
elemental o indiscutible sino obvio en el sentido de algo que se vuelve claro o
habitual para nuestro entendimiento gracias a un proceso de aprendizaje:

Un buen orador debe ser capaz de separar de la prueba algin

comentario decisivo y hacerlo intuitivo y obvio hasta que todos en la

audiencia puedan entenderlo, llevarselo a casa y guardarlo para un
posible uso posterior. Al hacerlo asi, el hablante logra impartir
informacion til y, de hecho, sigue la segunda regla de Zermelo:

“Insiste en lo obvio y deslizate agilmente sobre lo esencial” (Polya,

1980Db, p. 142).

Polya también usa la intuicion como parte del proceso de verificacion de las

soluciones obtenidas después de la resolucion de un problema. El recomienda
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siempre verificar: “especialmente si existe un medio rapido e intuitivo para
asegurarse de la exactitud del resultado o del razonamiento, no debe uno dejar de
hacerlo” (Polya, 2002, p. 88). Se pueden verificar tanto los avances intermedios
del problema como el resultado final. Esta verificacion puede ser hecha por el
mismo matematico que esta trabajando en el problema o por los miembros de la
comunidad académica, “esta verificacion puede igualmente aplicarse a las
formulas que recordamos o a las que intuimos” (Pélya, 2002, p. 88).

También esta la reconsideracion del trabajo si no se ha logrado una soluciéon
pertinente, esto lleva a revisar el proceso desde varios puntos de vista o a
preguntase por la dificultad del problema, la idea fundamental, los impedimentos
para resolverlo o “puede buscar intuiciones simples como: épodria haberse
obtenido el resultado de inmediato?” (Pélya, 2002, p. 96). También puede
comparar y desarrollar nuevos métodos o comparar con otros que haya resuelto
anteriormente. Finalmente podria inventar nuevos problemas puesto que
“asimilando el problema que acaba de resolver, adquirird conocimientos bien
ordenados, que podré utilizar en cualquier momento” (P6lya, 2002, p. 96).

En la practica docente Polya también recurre a la intuicion. El profesor no
deberia presentar a los estudiantes todas las demostraciones de manera rigurosa,
pese a su necesidad y absoluta validez, se recomienda llegar a las pruebas
formales una vez el estudiante haya adquirido las herramientas y sobre todo que
sea capaz de reconstruir la prueba por si mismo, entendiendo la idea clave y no
por mera repeticion. “Parece también recomendable, en cierta medida, el método
adoptado por algunos libros de texto, los cuales presentan en principio una
especie de esquema intuitivo de la idea general para pasar luego a los detalles
expuestos entonces en el orden euclidiano” (Pdélya, 2002, p. 150). Para Polya, el

3

matematico los “ve” todos intuitivamente y luego realiza una demostraciéon
formal para asegurar la exactitud de su proposicion.

La relacion ente intuicion y resolucion de problemas ha dado paso a
investigaciones didacticas, que buscan potenciar esta relacion, teniendo en
cuenta los aprendizajes acumulados de los estudiantes, tal como se evidencia en
la historia de la matemaética y lo han estudiado autores no sélo como Pélya, sino

otros como Piaget (Malaspina, 2007).
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En suma, podemos afirmar que para George Pdlya la intuicion aparece en
el contexto de la resoluciéon de problemas matematicos, es decir, en el campo de
la investigacion. En su libro ¢Como plantear y resolver problemas?, este
matematico hingaro plantea un método que incluye la induccion, la analogia y el
planteamiento de hipotesis, como parte de su propia experiencia (o practica)
matematica. Para él la resolucion de problemas implica un pensamiento
plausible, y en ocasiones, “una visiébn repentina que surge ‘desde abajo’.
Intuitivamente, se podria decir” (Hersh, 2011, p. 43).

Cuando se indaga por la definicion de la palabra “problema”, aparece, en
muchos casos, una alusion al deseo. Sin embargo, el s6lo deseo no garantiza que
se tenga que resolver un problema. Asi, podemos entender por un problema algo
como: “buscar conscientemente alguna accién apropiada para lograr un objetivo
claramente concebido, pero no inmediatamente alcanzable” (Polya, 1980a, p.
117). Entonces resolver un problema es encontrar la mencionada accién. Si la
accion es dificil de encontrar diremos que tenemos un gran problema, es decir,
que si no hay dificultad no hay problema. También puede interpretarse como que
resolver un problema es encontrar un camino: “la actividad humana maés
caracteristica consiste en resolver problemas, pensar con un proposito, idear
medios para algin fin deseado” (PdOlya, 1980a, p. 118). Para muchos seria
deseable un método para resolver todos los problemas.

La definicion de problema lleva a Polya a distinguir entre dos tipos de
problemas: los que son “para encontrar” y los que son “para probar”. Asi: “el
objetivo de un problema a encontrar es encontrar (construir, producir, obtener,
identificar, ...) un determinado objeto, lo desconocido del problema. El objetivo
de un problema a probar es decidir si una determinada afirmacion es verdadera
o falsa, probarla o refutarla” (Pdlya, 1980a, p. 119).

En cualquiera de los dos casos, para Pdlya resolver un problema implica
disenar un esquema, que contemple operaciones coherentes, logicas,
matematicas o materiales que permitan llevar la hipdtesis a una conclusion. Es
decir, “de los datos a lo desconocido, de las cosas que tenemos que hacer a las
cosas que queremos” (Polya, 1980a, p. 123). Para Polya, el tema de la resolucion
de problemas va mas alla de buscar un simple método, es algo que lo acompaiara

durante toda su vida:
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Tratando de ver intuitivamente el progreso natural de la solucion y la

concatenacion de las ideas esenciales involucradas, finalmente llegué

a una representacion geomeétrica del proceso de resolucion de

problemas. Este fue mi primer descubrimiento y el comienzo de mi

interés de toda la vida por la resolucion de problemas. (Pdlya, 1980b,

p-1)

Nosotros hemos sostenido a lo largo de este documento que la intuicién es
ese proceso que transforma las imagenes desordenas que “llegan” a la conciencia,
gracias a un esfuerzo, en ideas claras que pueden ser aplicadas, por ejemplo, en
la resolucion de un problema. Esta imagen desordenada no llega de una manera
azarosa, es producto de las experiencias y conocimientos que tenga el matematico
interesado en resolver un problema. Poélya al respecto considera que: “descubrir
la solucion es encontrar una conexion entre cosas o ideas que antes estaban
separadas (las cosas que tenemos y las que queremos, los datos y lo desconocido,
la hipotesis y la conclusiéon)” (Polya, 1980b, p. 2). Para el matematico hungaro, si
las ideas que queremos conectar parecen muy distantes, el crédito para quien
encuentra la soluciéon sera mayor: “un hilo delgado se convierte en una mera linea
geométrica, las cosas conectadas se convierten en meros puntos geométricos y
surge, casi inevitablemente, una imagen esquematica, grafica de la concatenacion
de conclusiones matematicas” (Polya, 1980b, p. 2).

Lo anterior implica que un solucionador de problemas debe tener practica
y haber solucionado problemas anteriores, tal vez, menos complejos. Detras de la
solucion de un problema complejo, estd una mente con una estructura muy
elaborada, tal y como Bergson lo exponian en la descripcion de su esquema
dindmico (Bergson, 2015). Cada paso avanzado por el solucionador de problemas
“aporta algin conocimiento relevante; reconoce alguna configuracién familiar,
aplica algiin teorema conocido. Asi, el trabajo de la mente del solucionador de
problemas parece recordar elementos relevantes de su experiencia y conectarlos
con el problema en cuestion, un trabajo de movilizaciéon y organizaciéon” (Polya,
1980b, p. 12). Esto significa que quien se enfrenta a la solucién de un problema
matematico debe tener conocimientos previos en la materia y una “disciplina”
mental que le permita la reconfiguraciéon de las nuevas ideas con las ya conocidas.

En nuestros términos, diriamos una intuicién educada.

158



Esas imagenes o ideas novedosas que “llegan” a la mente del matemaético
(que como hemos explicado no aparecen de manera misteriosa), no son
habituales. Para Pélya, “las ideas brillantes son raras” (Pélya, 1980b, p. 24). Otro
asunto es que la solucién a un problema llegue de manera abrupta. Sin embargo,
la solucion “aparecera” en la mente del matematico luego de mucho tiempo de
meditar, pensar, analizar, calcular, etc., sin un aparente progreso, esto es lo que
algunos llaman “destello de inspiracion”; pero en realidad no es mas que el
resultado de todo el proceso intuitivo desarrollado por el matematico. Polya

describe este momento usando la siguiente metafora:

Es como entrar en la habitacion de un hotel desconocido a altas horas
de la noche sin saber siquiera déonde encender la luz. Se tambalea en
una habitacién oscura, percibe masas negras confusas, siente uno u
otro mueble mientras busca a tientas el interruptor. Luego, habiéndolo
encontrado, enciende la luz y todo se aclara. Las masas confusas se
vuelven distintas, adoptan formas familiares y aparecen bien

dispuestas, bien adaptadas a su proposito obvio. (Polya, 1980b, p. 54).

La cita nos invita a revisar algunos asuntos. Aunque la habitacién es
desconocida, algin interés tuvo que llevarlo alli, el matematico tiene un deseo por
resolver una pregunta, aunque inicialmente el camino le es desconocido. No sabe
donde encender la luz, pero la busca. Asi, el matematico busca teoremas, teorias,
procedimientos, que él por su experiencia sabe que existen. Todo parece oscuro
mientras busca el interruptor. El camino de la innovacién y la resoluciéon de
problemas importantes en matematicas estan llenos de dificultades intelectuales,
pero el matematico en su mente tiene toda esa informaciéon que parece
inicialmente desordenada y hasta desconectada de su antigua “realidad”.
Finalmente prende la luz, es decir, el matematico luego de su arduo trabajo logra
“organizar” sus ideas, transformar sus imagenes confusas iniciales en teoremas,
conceptos, procedimientos o teorias claras que seran aceptadas por la comunidad
académica luego de la correspondiente validacion: “tal puede ser la experiencia
de resolver un problema; una clarificacién repentina que aporta luz, orden,
conexion y proposito a detalles que antes parecian oscuros, confusos, dispersos y

esquivos” (Pdlya, 1980Db, p. 54).
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Esta idea novedosa que parece surgir espontaneamente, en realidad es el
resultado de la reconfiguracion del esquema, gracias a las imagenes confusas
iniciales, en ideas claras. Este esquema que tiene el matematico en su mente es
transformado por esa imagen nueva y llamativa (como la ficha que le falta a un
rompecabezas) que permite, usando el lenguaje, comunicarla a la comunidad,
“una idea que surge repentinamente, que muestra un elemento nuevo
espectacular en medio de un reordenamiento dramatico, tiene un aire de
importancia impresionante y conlleva una fuerte conviccion” (Polya, 1980b, p.
60).

Polya no so6lo se interesa por describir como puede un solucionador de
problemas tener una idea brillante, sino en como se resuelve el problema, lo que
también esta relacionado con el proceso intuitivo. Y uno de los pasos importantes
consiste en buscar conocimiento relevante, lo que se corresponde con la idea de
los enunciados previos y la experiencia matematica que debe tener quien resuelve
un problema, dado que, para Polya, “la solucién consiste esencialmente en
conectar el problema propuesto con elementos apropiados de nuestro
conocimiento previamente adquirido” (1980b, p. 81). Es claro que para un
matematico es imposible examinar todos los conocimientos que se han adquirido
previamente. Por ello, debera revisar inicialmente aquel conocimiento que
parezca mas relevante para resolver su problema, “si estd familiarizado con el
dominio al que pertenece su problema, usted conoce sus ‘hechos clave’, los hechos
que tuvo mas oportunidad de utilizar” (P6lya, 1980Db, p. 81).

El esquema que tiene el matematico en su mente se llenara con las iméagenes
desordenadas y luego transformadas en imégenes claras. Esto quiere decir que,
en gran parte, el trabajo de quien intenta solucionar un problema implica
movilizar elementos que tiene en su memoria y que pueden ser aplicados a su
problema actual.

El elemento que necesita recordar puede estar mas asociado con un

cierto aspecto o detalle de su problema y recordarlo mas facilmente

que a través de otros aspectos o detalles. Pero el solucionador de

problemas no sabe de antemano qué detalle o aspecto lo acercara mas

a su objetivo. Por tanto, debe considerar una variedad de aspectos o
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detalles, y ciertamente debe considerar todos los mas béasicos o

prometedores. (Pblya, 1980b, p. 92)

El matematico no sabe de antemano qué concepto o procedimiento exacto
le llevara a resolver su problema. Sin embargo, tiene una amplia experiencia
(matemaética) y una variedad de aspectos y detalles, tales como axiomas,
teoremas, definiciones, demostraciones que permitiran intuir el resultado
esperado. Vemos codmo esa intuicion esta basada en la experiencia y esfuerzo del
matematico. Un problema debe examinarse como un todo indivisible, pues
empezar por los detalles podria desviar la atencion del matematico en aspectos
tal vez irrelevantes. Si se permite que todo el problema trabaje en la mente se
comprendera completamente el objetivo del problema. Asi como el esquema
precede a las imagenes, aqui, el todo precede a las partes: “cuando tenga la
impresion de que no puede beneficiarse mucho més de la consideracion del
problema como un todo y esté a punto de entrar en detalles, observe que hay algo
asi como una jerarquia de detalles” (Polya, 1980Db, p. 93).

Este elemento esencial de la movilizacion de los elementos relevantes del
conocimiento del matematico para conectarlos a los elementos del nuevo
problema puede ser abordado desde dos puntos de vista. Al primero Poélya
(1980b) lo denomina solucionar el problema desde dentro: “puede permanecer
dentro de su problema, desarrollandolo, escudrifiando sus diversas partes y
esperando que ese escrutinio atraiga algiin conocimiento atil” (p. 93). Al segundo,
solucionar el problema desde fuera: “vagando por varias regiones de su
conocimiento y buscando piezas utilizables... pero es obviamente imposible pasar

revista a todos nuestros conocimientos o recordar todo nuestro pasado punto por

punto” (p. 93).

Siguiendo con su interés en como resolver problemas, surge la pregunta
“¢por donde empezar? Polya sugiere considerar las principales partes del
problema, lo que implica que deben estar “claramente dispuestas y concebidas,
gracias a su trabajo previo, y cuando considere que su memoria ‘responde’”
(Polya, 2002, p. 51). Este punto del trabajo previo es repetitivo en Polya, pues
siempre se deben buscar puntos de contacto con los conocimientos adquiridos
previamente. Se deben revisar todas las partes, examinar todos los detalles

repetidamente, pero de forma diferente, es decir, combinar entre si los detalles
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de diversas formas abordandolos por diferentes lados. Esta descripcién vemos
que coincide con la idea expuesta sobre el esquema y su relacion con la nocién de
intuicidon que defendemos en este escrito. Dira Polya:

Trate de ver algin nuevo significado en cada detalle, alguna nueva

interpretacion del conjunto. Busque puntos de contacto con sus

conocimientos previamente adquiridos. Trate de acordarse de lo que

le ayudo en el pasado ante circunstancias analogas. Trate de reconocer

algo familiar en lo que examina y de encontrar algo 1util en lo que

reconoce. (Polya, 2002, p. 52)

Luego de este proceso, es posible encontrar esa idea 1til o decisiva que
permita llegar a la solucién o parte de ella. Sin embargo, ¢qué podria hacerse con
una idea incompleta? En primer lugar, no desecharla. Si parece ventajosa se debe
introducir al problema y revisar los cambios que aporta, es decir, examinar como
cambia el problema con esa idea util. Es posible que la nueva idea no lleve
directamente a la solucion, que se requiera de otra idea, que lleve por el camino
correcto, “incluso si, por un cierto tiempo, no se le presenta una nueva idea
verdaderamente buena; considérese afortunado si su concepcién del problema se
torna méas completa o coherente, mas homogénea o mejor equilibrada” (Polya,
2002, p. 52).

Hemos intentado hacer una aproximacién a la nocion de intuicién matematica,
en la que se asume como un proceso dindmico que no puede desconocer el
contexto real del individuo (no necesariamente el fisico). En principio, las ideas
pueden presentarse a la conciencia de manera “desordenada”, pero luego, gracias
a lo ya conocido por el individuo y, en el caso de la matematica, por los conceptos
y la logica, se convierte en un acto real y comprensible para otros sujetos. Esta
transformacion es el resultado del proceso intuitivo llevado a cabo por el
individuo.

Entendemos en este trabajo que, a partir de unas imagenes aparentemente
difusas dadas en la mente del matemaético, la intuicion sera el proceso que
permita convertirlas en imagenes claras y distintas, que sean aceptadas por la
comunidad cientifica, e insertadas en el sistema formal de la matematica. Y este
proceso intuitivo se percibe con mayor claridad en la resolucion de problemas, en
donde con la transformacién controlada de una situacion indeterminada en una

determinada, se pueden convertir los elementos constitutivos originales en un
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todo unificado. Para John Dewey, el ser humano posee una necesidad o impulso
innato por expandir su grupo social, y también es la ‘indagaciéon’ o la resolucion
de problemas, la que le permite que su familia se transforme en clanes, tribus,
reinos e imperios: “ese mismo impulso, para encontrar proyectos, rompecabezas
y direcciones para el crecimiento, para hacer distinciones y conexiones, y luego
para hacer nuevas distinciones y nuevas conexiones, ha dado como resultado el

imperio de las matematicas que habitamos hoy” (Hersh, 2011, p. 48).
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6. La visualizacién como un proceso intuitivo

Tal como lo evidenciamos en nuestro primer capitulo al abordar la noci6on
de intuicién, encontramos también aqui que el término visualizacion tiene varias
acepciones:

Al final, el término visualizacién no tiene ciertamente un “significado

habitual”. Fue utilizado en la literatura como sustantivo para describir

una representacion grafica, como verbo que describe el proceso de

creacion de una representacion grafica y, por lo comun, como

sinonimo de imagen visual”. (Phillips, Norris y Macnab, 2010, p. 18)

La visualizacion en matematicas ha tenido un resurgir en las tltimas
décadas, debido al desarrollo de diferentes areas como la informatica, la
educacion matematica, la misma ciencia, la psicologia y la filosofia. Lo que ha
llevado a ampliar el espectro de la visualizacién en matemaéticas, incluyendo
“tanto la visualizacion por medio de imagenes mentales como las visualizaciones
por medio de imégenes generadas por computadora o imagenes dibujadas en
papel, por ejemplo, diagramas, etc.” (Mancosu, 2005, p. 13). Es decir, podemos
usar la visualizaciéon para describir una representacion visual, para describir el
uso dado a dicha representacion o para describir la actividad cognitiva que
implica imaginar una representacion visual.

En el libro Visualization in Mathematics, Reading and Science Education,
sus autores, Phillips, Norris y Macnab, nos presentan las siguientes distinciones
sobre la visualizacion (2010, p. 26):

1. Objetos de visualizacidon: objetos fisicos que son vistos e

interpretados por una persona con el proposito de comprender algo
maés que el objeto en si.

2. Visualizacion introspectiva: la construccion imaginativa de alguna

posible experiencia visual.

3. Visualizacion interpretativa: el acto de dar significado a un objeto

de visualizacién o una visualizacion introspectiva interpretando
informacion de los objetos o introspecciones y colocando
cognitivamente la interpretacion dentro de la red existente de

creencias, experiencias y comprension de la persona.
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Nos interesa ésta ultima concepciéon sobre la visualizacion, dado que la
asume como un proceso que involucra varios aspectos del individuo. Coincide
esta interpretacion con la de otros autores para quienes:

La visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion,

interpretacion, uso y reflexion sobre figuras, imagenes, diagramas, en

nuestra mente, sobre el papel o con herramientas tecnolégicas con el

propoésito de representar y comunicar informacion, pensar y

desarrollar ideas y avanzar la comprension. (Arcavi, 2003, p. 217,

como se citdé en Gomez-Chacon, 2012, p. 204)

Asi, para iniciar el proceso de interpretacién de una imagen, el individuo
debe tener algin tipo de experiencia, habilidad, concepto o teoria. No reconocer
los procesos de mediacién entre lo que se visualiza y el “0jo” de la mente
implicaria una confusidon entre el objeto y lo que representa: “el uso de
visualizaciones en cualquier modo o estilo implica no s6lo una conciencia de las
propiedades del objeto en si, sino también una familiaridad con las formas de
simbolizacién que aparecen en el objeto sustituto de la realidad” (Phillips, Norris
y Macnab, 2010, p. 27).

La visualizacion va “mas alla” de la grafica representada. Es un proceso mas
complejo que implica la organizacion de toda la informacién disponible (tal como
hemos asumido de la intuicion a lo largo de los capitulos anteriores). Por tanto,
la visualizacion en matemaéticas es un conocimiento objetivo que, en muchos
casos, podria ser la representacion global de un problema.

Como sugiere Fischbein, tales visualizaciones pueden desempefiar un

papel en algiin momento anticipando la solucién, porque se basan en

la forma en que estin construidas y pueden ser manipulados, y como

consecuencia de ello son de ayuda para transformar el problema en un

problema de composicion figurativa. (Giardino, 2010, p. 37)

Fischbein (2002) también ha afirmado que, cuando la visualizacion se
incorpora en la actividad cognitiva, se convierte en un factor esencial que
contribuye a la comprension intuitiva. Asi mismo, las representaciones visuales
permiten la organizacion de la informacién en representaciones sinopticas, que
conllevan un factor importante de globalizacion.

Otros autores afirman que “la visualizacion es la ‘intencionalidad’ que no

esta presente en el mero ver” (Gémez-Chacon, 2012, p. 204). Sabemos que, a
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medida que adquirimos conocimientos, nuestras intenciones llegan a ser mas
determinadas. Desde un punto de vista fenomenolégico, “el conocimiento debe
ser visto como un producto de intenciones e intuiciones” (Tieszen, 1989, p. 79).
Asi, los enunciados matematicos (y en este caso los objetos matematicos
visualizados) son vistos como expresiones de intenciones. La intencién es a su vez
un objeto de un acto cognitivo y este acto se dirige a la intencion (como objeto),
“en la experiencia ordinaria, los actos se dirigen hacia tipos comunes de objetos,
no hacia intenciones” (1989, p. 80).

Las intenciones, en este contexto, se refieren a procesos en los que se
verificara la presencia de objetos, los cuales pueden existir independientemente
de nuestras construcciones. Estas intenciones estan asociadas con expectativas o
anticipaciones sobre la experiencia que se tiene con los objetos. Ahora bien,
existen intenciones vacias se dan cuando la expectativa pura acerca del objeto
puede o no ser realizada. Por tanto, los significados de las constantes logicas se
entenderan en términos de cumplimiento de intenciones.

En este marco, debemos diferenciar entre los objetos de la percepcion
(meros objetos visuales) y los objetos de la matematica. Por ejemplo, la
representacion grafica de un cuadrado es un objeto individual que cumple unas
intenciones determinadas al ser un objeto particular. En el caso de los nimeros
naturales, un objeto Gnico (por ejemplo, el nimero 0), no es considerado un
objeto de intencion, puesto que la intenciéon expresada sobre un nimero no es
proporcionada por la intuiciéon perceptiva, es decir, el referente de la teoria de
conjuntos y el nimero se relacionan en términos de objeto de representacion.

Cuando hablamos de imégenes y visualizacién debemos referirnos también
a la percepcion. Volvamos con el ejemplo del cuadrado. Si observamos el
cuadrado sobre una de sus puntas y no de la forma usual (sobre uno de sus lados
completamente horizontal), ¢como se reconoce que es un cuadrado? Para
responder a esto, necesitamos distinguir entre mera percepcion y
reconocimiento perceptual.

En la mera percepcion se generan descripciones de lo que se percibe. En
el reconocimiento perceptual, ademas de lo anterior, se debe adicionar un paso
para encontrar la mejor coincidencia entre los descriptores generados y los

almacenados para la apariencia convencional de la figura. Y aqui encontramos
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otra similitud con la idea de intuicién que hemos trabajado: la reconfiguracion de
los saberes pasados con los nuevos.

En este punto, la percepcion sobre un objeto y las creencias que de €l se
pueden formar tienen que ver con el conocimiento, en este caso, de las verdades
geométricas (teniendo en cuenta el ejemplo del cuadrado). Como lo recuerda
Giaquinto, “la historia comenzo6 con un relato de la percepcion de la cuadratura
en la que la deteccion visual de las simetrias de reflexion es crucial” (Giaquinto,
20053, p. 50). El concepto de cuadrado lleva implicito un conjunto de
descriptores y para llegar a su concepto geométrico es necesaria una ligera
modificacion de su concepto perceptual. Poseer estos (u otros) conceptos “implica
tener ciertas disposiciones formadoras de creencias que se pueden activar al
acceder al conjunto de descripciones almacenadas para los cuadrados, ya sea al
ver algo como un cuadrado o al visualizar un cuadrado” (Giaquinto, 2005a, p. 50).

Las diferencias entre los tipos de objetos no prescinden del sentido de
“observacion”, dado que se pueden entender como un proceso de verificacion de
la hipotesis que requiere de un procedimiento apropiado. Asi, “estos procesos se
construyen genéticamente a lo largo del tiempo a medida que nuestras
intenciones con respecto a tales objetos se construyen, se refuerzan y se reforman
en el crecimiento del conocimiento” (Tieszen, 1989, p. 174).

Podriamos inferir que una creencia adquirida luego de este proceso se
considera como conocimiento, dado que, al mismo tiempo, “alguna experiencia
visual es crucial para desencadenar la disposicion relevante de formaciéon de
creencias; y es claro que esta forma de llegar a la creencia pasa por el
desempaquetado de definiciones, el analisis conceptual o la deduccion logica”
(Giaquinto, 20054, p. 51). El punto es que estos procesos de verificaciéon existen
en las ciencias facticas, lo que guarda analogia con la visualizacion y la intuicién
matematica. Por ello, “podemos afirmar que existe una analogia entre la intuicion
perceptiva y matematica en la medida en que en cada caso nos ocupamos de
ciertos procesos que producen evidencia de las creencias de [un matemaético] en
estos respectivos dominios de conocimiento” (Tieszen, 1989, p. 174).

La creencia de un matematico en algin axioma probablemente lleva
implicitos varios procesos causales diferentes. Asi, como decia Kitcher,
“recuerdos de lectura de textos y conferencias auditivas, reconocimiento

perceptivo de que el axioma es valido para un segmento inicial de una secuencia
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de simbolos de trazo y, tal vez, algunos procesos adicionales” (1984, p. 93). A ello
hay que anadir que no se deben descartar los procesos incorrectos, los cuales
también pueden cumplir una funciéon epistemologica como justificaciones
locales.

Los procesos que garantizan creencias “correctas” dependen de que esas
creencias de fondo sean las apropiadas.

Podemos obtener creencias matematicas garantizadas mediante el uso

de la visualizacion mental si nuestra memoria y percepcion mantienen

creencias adecuadas (si, por ejemplo, sostienen la creencia de que

otros no estan en desacuerdo). También podemos obtener una
creencia matematica justificada a través del uso de la memoria y la
percepcion solamente: esto ocurre cuando nuestro conocimiento de

las verdades matematicas se basa en experiencias de lectura de libros

o audicion de conferencias (o en recuerdos de tales experiencias) Aqui

hay una asimetria y la asimetria es importante. (Kitcher, 1984, pp. 93—

94)

La experiencia visual no debe ser usada como una forma de recordar el
pasado o como una evidencia, “la experiencia visual sirve simplemente para
desencadenar ciertas disposiciones formadoras de creencias” (Giaquinto, 2005a,
p. 48). Ahora bien, aceptar cualquier creencia depende de la experiencia. Por
tanto, la experiencia visual no puede ser un conocimiento a priori, como no lo es
tampoco la intuicion. Aunque la experiencia visual es necesaria para la formacion
de creencias, esto no implica dejar de lado las definiciones, los anélisis
conceptuales o el uso de la logica.

Ahora bien, creencias como que “toda funcion continua debe ser
diferenciable en todas partes excepto en puntos aislados”, o “la suposiciéon de que
las dos circunferencias dibujadas en la construccion del tridngulo equilatero
sobre cualquier segmento se encuentran en un punto (el vértice del triangulo
equilatero)” parecen obvias desde lo visual, pero resultan ser injustificadas. En la
matematica, estas situaciones generaron una especie de desconfianza en el
proceso de visualizacion, concediéndole prioridad a lo lingiiistico.

Por tanto, el uso de diagramas e imagenes se dejo para un nivel heuristico
de las matematicas y no para lo formal. Para algunos matematicos una verdadera

demostracion debe ser independiente de las imagenes y figuras. Ahora bien, uno
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de los aspectos que repercute para que se vuelva a la visualizacion, tiene que ver
con la aparicion y aumento de técnicas de visualizacion en informatica y su
posterior impacto en la matematica. Los graficos por computador o las tablas son
una forma de tener una comprension visual rapida. Pero, “la funcion epistémica
de la visualizacion en matematicas puede ir mas alla de la meramente heuristica
y ser de hecho un medio de descubrimiento” (Mancosu, 2005, p. 22). Es decir, las
representaciones graficas ayudan a visualizar objetos complejos y de esta forma
captar sus propiedades. Por tanto, la capacidad visual también depende de la
practica.

Tenemos, por ejemplo, el caso de los graficos de Cayley (CG), los cuales se
basan en geometria y teoria de grafos:

Las imagenes de los CG no son ilustraciones casuales: estan

construidas de manera sistematica en correspondencia con la teoria.

Existe un vinculo teérico preestablecido entre las etapas: el grupo y el

CG, y el CG y la imagen, es decir, la correspondencia grupo-CG esté

definida con precision y la sintaxis de la “notacion” (dibujo) de los CG

es uniforme y precisa; el razonamiento pictérico con CG parece ser

confiable. La apelacion a la técnica de construccién geométrica y

grafica bien desarrollada hace que las manipulaciones practicas con

CG sean procedimientos matematicos correctos. En este sentido, se

puede repensar el punto de vista estdndar sobre las demostraciones

matematicas: los CG juegan un papel clave en la mayoria de las
demostraciones en la teoria de grupos geométricos y sus iméagenes
pueden considerarse como parte del razonamiento justificativo.

(Starikova, 2010, p. 50)

Establecer sistemas esquematicos de razonamientos formales permite hacer
un anélisis l6gico de una afirmacion y, a diferencia de lo que muchos creen, los
sistemas visuales no seran mas “enganosos de lo que puedan ser los sistemas
lingiiisticos”. Tanto en el uso de sistemas visuales o lingiiisticos, se presupone una
base adecuada de “primeros principios” o conceptos relevantes que permitan
justificaciones de sus afirmaciones locales. El conocimiento puede ser
proporcionado por la practica lingiiistica, aunque existen otras disciplinas
matematicas que pueden defender estos principios recurriendo a procesos

visuales.
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Tal y como sucede con la intuicién, “aunque la discusién filosofica del
pensamiento visual en matematicas se ha concentrado en su papel en la prueba,
el pensamiento visual muestra mas a menudo su valor en el descubrimiento que
en la prueba” (Mancosu, 2008, p. 32).

Sin embargo, el pensamiento visual es fundamental en la practica
matematica, aporta a la comprension de féormulas, algoritmos, pero también
aporta para decidir si un método de prueba es correcto o no. Es decir, es
fundamental para la explicacion matematica. Sin embargo, muchos consideran
que las representaciones visuales no son confiables, y de alli que nos son
consideradas como pruebas.

La historia de la matematica evidencia que las demostraciones han sido
consideradas como secuencias de pasos lingiiisticos, mas no esquematicos, dado
que serian considerados argumentos “superfluos”. No obstante, desde la década
de los 90 se han disefiado programas destinados a elaborar sistemas de
razonamientos formales recurriendo a diagramas que puedan establecer su
validez. En general,

La practica matematica casi nunca procede por medio de sistemas

formales [...] de hecho hay razones para evitar volverse formal: en una

version formalizada de una prueba, la linea de pensamiento intuitiva
original puede verse oscurecida por una multitud de pasos minuciosos.

(Mancosu, 2008, p. 32)

No deberia existir oposicién entre los razonamientos visuales y los
lingiiisticos. Esta supuesta “confrontacion” radica en la enunciacion de la
“pregunta sobre la visualizacion matematica dentro del marco tradicional”
(Giardino, 2010, p. 31). En el planteamiento de la pregunta, no son claros los
criterios para distinguir los sistemas lingiiisticos de los visuales y porque, para
muchos, sblo los primeros son considerados como los que transmiten pruebas
rigurosas.

Intentar dar a la visualizacion el caracter riguroso y dogmatico de la
formalizacion “parece privar a la visualizacion de su eficacia y sencillez, que son
por el contrario sus aspectos mas interesantes desde un punto de vista cognitivo”
(Giardino, 2010, p. 32). Las “pruebas visuales” también tienen un paso a paso
como las pruebas lingiiisticas. Asi mismo, en el proceso de “descubrimiento”

vamos encontrando una justificacion de lo que queremos probar. Casos en la
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historia muestran ejemplos de ello y “demuestran como el pensamiento intuitivo
o las visualizaciones son elementos adecuados en el proceso de encontrar una
solucion a un problema o sentimiento justificado en nuestras creencias”
(Giardino, 2010, p. 33). Por tanto, podemos rechazar la premisa que induce a una
oposicion entre los procesos visuales y los lingiiisticos en el razonamiento
matematico.

Las matematicas son un fenémeno complejo y van mas alla de la prueba o
del dogma de la logica. Si se toma el caso de la ensenanza y la investigacion, no se
ve la necesidad (por ejemplo, en Poincaré o Godel) de tener que elegir entre la
légica moderna (formalizacién, rigor) y el mérito multimodal (razonamientos
practicos). Es importante reconocer que los objetos de visualizaciéon son
elementos que pueden conducir a pruebas matematicas. Cualquier profesor de
matematicas puede confirmar que explicar una prueba plena no sirve para la
comprension inmediata del estudiante, “de hecho, a menudo, las iméagenes o
argumentos informales desempenaran un papel ‘ideal’ de explicacion, mientras
que una plena prueba no sera ninguna explicacién en absoluto en ese contexto”
(Giardino, 2010, p. 32).

Cuando no se sale del dogma de la logica se le da prioridad a la actividad de
“probar” menospreciando la idea de “buscar razones”. El desarrollo de las
matematicas parece mostrar que la necesidad de un teorema se encuentra
después de excavaciones profundas y de centrar su atencién en las posibilidades
que brinda ese teorema. En este mismo sentido, muchos matematicos no estan
tan solo interesados en probar sus conjeturas sino en encontrar las razones por
las que la conjetura es verdadera. Demostrar una proposicion no ofrece las
razones de por qué “funciona”.

Uno de los “peligros” en que se puede incurrir en la visualizacion (tal como
en la intuicién) es el de conducir a conclusiones falsas. Otro peligro es que la
figura sea tan familiar para nosotros que confundamos las cifras. Podria surgir,
por ejemplo, una confusién: écdmo saber si se esta indagando por las propiedades
de la figura y no por el teorema que ella representa? Sin embargo, debemos anotar
que no es la figura la que nos conduce al error, “mas bien, lo que es engafioso es
el razonamiento que hay ‘detras’ de la figura [...] el error est4 en el razonamiento

informal que esta detras de la construccion de estas figuras” (Giardino, 2010, p.
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36). Otras veces los errores son post-visuales, es decir, se hacen conjeturas
equivocadas sobre la figura dibujada.

En el desarrollo de este capitulo hemos logrado identificar algunas
caracteristicas de la visualizacion que nos recuerdan la nocion de intuicién que
estamos proponiendo en los capitulos precedentes. A continuacion, intentaremos
describir mas puntualmente las similitudes entre la visualizacion y la intuicién en

matematicas.

6.1 Visualizacion e intuicion

A lo largo de este documento, hemos mostrado que la intuicién esta
relacionada con la vision: “de hecho, una forma alternativa de describir la
intuicion matematica seria definirla como la capacidad de perpetuar la funcion
de la vision, pero por medios distintos de los ojos” (Giardino, 2010, p. 30). Para
Kant, por ejemplo, era necesario “usar la imaginacion visual como un medio para
obtener conciencia intuitiva de objetos abstractos” (Chudnoff, 2014, pp. 5-6).

Recordemos de nuestro primer capitulo que la intuiciéon en matematicas
no tiene una definicion en la que tanto matemaéticos como filésofos e incluso
educadores coincidan completamente. Por ejemplo, algunos la han asumido
como “el tercer 0jo” que so6lo tienen matematicos prodigiosos como Ramanujan.
Otros la han utilizado para representar “lo informal, o no riguroso, o visual, u
holistico, o incompleto, o tal vez incluso convincente a pesar de la falta de
pruebas” (Tieszen, 1989, p. 11).

Recordemos que una de las caracteristicas es su aparente inmediatez que,
como ya hemos estudiado, se refiere a que luego de revisar varias veces una teoria
cuando vemos algunos de sus resultados nos parece obvia, pero es por toda la
experiencia matemaética que se tiene detras de esta teoria. Y en este contexto,
Fischbein sugiere que el principal factor que contribuye a este efecto de
inmediatez es la visualizacion. Y aunque parece trivial no deja de ser cierto “que
uno tiende naturalmente a pensar en términos de imagenes visuales y que lo que
uno no puede imaginar visualmente es dificil de lograr mentalmente” (Fischbein,
2002, p. 103). Tal es asi que matematicos como Poincaré denominaron ge6metras
a quienes para €l tenian un pensamiento mas intuitivo y “Hilbert, al describir las
formas en que piensa un matematico, nos recuerda el papel fundamental de las

imagenes” (Fischbein, 2002, p. 103).
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De ahi que algunos autores relacionen fuertemente la intuicién con la
vision: “la practica matematica revela que las intuiciones juegan un papel
indispensable y que las visualizaciones son herramientas importantes para
generar fuertes intuiciones. Esto ocurre no s6lo en la geometria, sino también en
las teorias algebraicas” (Horsten & Starikova, 2010, p. 2). En casos especiales, es
posible inferir teorias o proposiciones matematicas correctas a partir de
imagenes, del mismo modo que después de un proceso intuitivo podriamos llegar
a conclusiones verdaderas. Las representaciones visuales tienen un papel en el
conocimiento, nos permiten reconocer e identificar propiedades, hacer
inferencias y, por qué no, equivocarnos. De alli que podamos concebir los objetos

visuales como dispositivos que aportan al proceso de intuicion matematica.

Para Fischbein, no es posible pensar puntos o lineas geométricas sin
visualizarlas, y estamos “atrapados” en las representaciones intuitivas, pues
pareciera imposible pensar el tiempo sin espacializarlo. El punto es que dichas
representaciones no son posibles de manipular conceptualmente (Bergson,
1956). Para Bergson, el tiempo espacializado es diferente al tiempo de la
conciencia, a la que él llama duracion (Bergson, 1999) y s6lo la intuicién es capaz
de captar esta duracion: “consideramos que la representacion espacializada del
tiempo es también una cuestion de elaboracion intuitiva” (Fischbein, 2002, p. 8).
El individuo est4d traduciendo constantemente las operaciones en
representaciones espaciales que luego se convierten en imagenes (en
representaciones visuales, para el asunto de este capitulo). Asi:

Las visualizaciones pueden ser realistas o esquematicas y pueden

representar lo directamente visualizable o lo no visualizable. Ademas,

la eficacia de las representaciones visuales esta relacionada con los

contextos en los que se utilizan; no hay camino directo de la

visualizacion a la comprensién. (Phillips, Norris y Macnab, 2010, p. 9)

Retomemos la dltima frase de la cita “no hay camino directo de la
visualizacién a la comprension”. Esto nos lleva a entender la visualizacion como
un proceso, tal y como hemos entendido la intuicién en este documento. Sabemos
que la actividad matematica implica diversos recursos cognitivos y que la
intuicion requiere de conocimientos previos del individuo y de su habilidad para

reconfigurar lo nuevo a partir de lo ya conocido. Y justamente una representacion
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visual podria ser una de esas maneras en que la intuicibn muestra sus
conclusiones y generalidades. Por tanto, ni la intuicién, ni la visualizacion son
formas de conocimiento inmediato de los hechos matematicos. Asi, de acuerdo
con Giardino, entenderemos la actividad matemaética como “el resultado de las
interconexiones entre los conocimientos adquiridos y las creencias inestables: el
sistema de conocimiento matematico es dindmico y estia siempre abierto a la
reconfiguracion”. De hecho, los resultados de la practica matematica muestran
que “la intuicion y la visualizacion son partes interrelacionadas de una vasta red
de conocimientos” (2010, p. 39).

Gracias al proceso intuitivo se preservan las interconexiones permitiendo
llegar a generalidades, conclusiones y la estabilidad de ciertas creencias. Se puede
afirmar que:

Los procesos intuitivos y la visualizaciébn aparecen como algo

profundamente natural, tanto en el nacimiento del pensamiento

geométrico como en el descubrimiento de nuevas relaciones entre los

objetos matematicos y también, naturalmente, en la transmision y

comunicacion propias de la actividad matematica (Gémez-Chacon,

2012, p. 203).

Investigaciones en torno a la visualizaci6on sugieren que en la practica
matematica las imagenes son necesarias para el desarrollo de la intuicion.
Aungque se les ha relegado un poco, estudios recientes también muestran que las
graficas proporcionan algo adicional e importante para los conocimientos
matematicos y las demostraciones.

Histéricamente se le ha dado mayor importancia a la visualizacion y a la
intuicién en la geometria. Sin embargo, las graficas de Cayley son un buen
ejemplo de como expandir su importancia al algebra y al anélisis real para
comprender la nocién de grupo: “la evolucion de la teoria geométrica de grupos
sugiere fuertemente que la intuiciobn matematica, en ciertos casos, como una
cuestion de hecho empirico, ha dependido de representaciones pictoricas para su
crecimiento y desarrollo” (Starikova, 2010, p. 41). Aqui se esta usando la idea de
intuicién “como algo que es capaz de desarrollo por medio de un razonamiento
teodrico sistematico y de una comprension cada vez mas profunda y variable de los

conceptos” (Starikova, 2010, pp. 41—42).
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Por tanto, no estamos asumiendo que, al observar una representacion
grafica, nos sera evidente el concepto o entenderemos inmediatamente una
teoria. Al igual que la intuicion, una buena grafica requiere de unos preconceptos,
de un conocimiento de lo que se quiere ejemplificar o demostrar con dicha
representacion visual. Si no tenemos una idea, por ejemplo, de lo que significa un
grupo, o una intuicion educada en este campo de estudio, no sera facil
comprender, por ejemplo, las graficas de Cayley. Si a un estudiante que nunca ha
revisado algo como la definicién de grupo se le presenta una grafica de Cayley,
é¢podra deducir qué es lo que significa ese grafo? ¢Podrd comprender su
construccion? La respuesta es no. Al igual que en la intuicion el conocimiento se
produce luego de un proceso, no es un conocimiento inmediato, y sélo serd obvio
lo que nos “dice” la grafica una vez que tengamos claros los conceptos sobre lo
que es un grupo y conozcamos previamente ciertos conceptos geométricos:

Consideremos una representacion de grupos como simetrias de

objetos geométricos. Es facil entender cémo actaa el grupo cuando

estd determinado por algiin objeto (geométrico). El medio para esta

intuicion podria ser una imagen o un modelo en papel de un triangulo

equilatero, en el que se pueden realizar giros y rotaciones. Esto da una
intuicion fisica o geométrica de la operacion de grupo: la composicion

de los movimientos; el axioma de la existencia de un elemento inverso

seria intuido como realizando una transformacién hacia atras: si

hacemos girar un tridngulo 120 grados en el sentido de las agujas del

reloj podemos girarlo hacia atras y obtener el estado inicial. (Starikova,

2010, p. 46)

Es decir, el grafo es el resultado de un proceso de intuicion. Muchos de los
“descubrimientos visuales” tienen implicitas consideraciones matematicas. Y
justamente se llega al descubrimiento porque se activan todos los conceptos,
teoremas, proposiciones y demas elementos de que dispone el matematico a la
hora de realizar dicho descubrimiento: “lo que desencadena la activacion de estas
disposiciones es la experiencia visual consciente, de hecho, atenta; pero la
presencia y funcionamiento de estas disposiciones estd oculta al sujeto”
(Giaquinto, 2008, p. 33). Y aunque el proceso visual de identificacion parece facil
o inmediato, ocurre una sensacion de obviedad (como sucede con la intuicion),

pero no es ni obvia ni inmediata: lleva todo un proceso oculto que sélo quienes
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han estado familiarizados con los conceptos matematicos “ocultos”, podrian
entender lo que se esta intentando probar.

La visualizacion también aporta un elemento importante, pues nos permite
entender un problema de manera global:

Una de las principales funciones de las representaciones pictdricas en

los procesos de razonamiento es producir un relato global, simultaneo

y panoramico de lo que en realidad es un proceso, una sucesion de

eventos. La globalizacion no conduce necesariamente a una aceptacion

intuitiva, pero puede contribuir a producir o mejorar una aceptacion
intuitiva. Se puede suponer que los efectos de varios mecanismos de

globalizacion suelen estar combinados. (Fischbein, 2002, p. 120)

Cuando se concretan las imagenes visuales, aparece en el individuo una
sensacion de evidencia o inmediatez. Al igual que cuando algo parecia obvio se
relacionaba con la intuicion. Sin embargo, lo que esta detras de la visualizacion
es una organizaciéon de los datos disponibles de estructuras que ya le son
significativas al matematico o al estudiante. Los graficos pueden servir como guia
—como era una de las concepciones de Godel sobre la intuicién, estudiado en el
capitulo 2— para desarrollar una solucion. En palabras de Fischbein: “las
representaciones visuales son un dispositivo anticipatorio esencial” (2002, p.
104). En este sentido, podemos entender la inmediatez no como “algo” que se
percibe directamente, sino que involucra al individuo, desde su emocionalidad o
su realidad matemaética y sus experiencias en otros ambitos.

La intuicién, como hemos subrayado con frecuencia, implica una

especie de empatia, un tipo de cognicion a través de la identificacion

interna directa con un fen6meno. Una representaciéon visual con sus
detalles ricos y concretos media una participacién tan personal,
generalmente mucho mejor que un concepto o una descripcion formal

[...] Las representaciones visuales y, en general, las imagenes mentales

juegan un papel considerable en la actividad creativa. (Fischbein,

2002, p. 104)

Entonces tenemos que “la intuicion, asi como la visualizacién no son una
especie de acceso directo a los hechos matematicos, sino que estan mediadas por

el conocimiento y la experiencia” (Giardino, 2010, p. 33). Es decir, la experiencia
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y el conocimiento matematico del individuo se requieren tanto para la intuicién
como para el analisis propio del proceso visual.

Cuando se plantea un problema y éste quiere ser representado con una
figura, el matemaéatico debe tener claros varios conceptos que intervendran en la
solucion. Por ejemplo, si se pide demostrar la semejanza de triAngulos, se debe
conocer la definicion de triangulo, de proporcionalidad, de congruencia, al igual
que en la intuicion, si no se tienen unos conceptos matematicos o de experiencia
en el tema adquiridos no se podra llegar a ninguna solucion. Si se desea construir
una figura que cumpla las condiciones de determinado problema, es necesario
que se comprenda el problema y que se cuenten con los conocimientos necesarios
para que la figura en realidad represente lo que estamos interesados en
solucionar. Es decir, el conocimiento matematico es el conocimiento de hechos
interconectados. La figura no es un simple hecho aislado, sino que es un elemento
de un vasto sistema de conocimientos. Esto no quiere decir que no se presenten
errores, recordemos que tanto la intuicion como la visualizacién son procesos que
pueden ser falibles. Sin embargo, al estar entrelazados con el resto del sistema
compartido de conocimientos, practicas y procedimientos se tiene una cierta
garantia de fiabilidad.

Ahora bien, siempre sera necesario comprobar que “(i) las hipotesis
introducidas son correctas y coherentes con el sistema de conocimiento que se
presupone (comprobacion de errores pre-visuales), y que (ii) el medio visual no
introduce restricciones propias en la representacion del &rea objetivo
(comprobacion de errores post-visuales)” (Giardino, 2010, p. 38). Comprobar (i)
y (ii) se puede hacer en el trascurso de la practica. Mas adn, esto es precisamente
lo que han hecho los matematicos en su quehacer cotidiano.

Al ser falible este proceso de visualizacion, se pueden presentar errores en
las deducciones, una podria ser por plantear una hipétesis erréonea sobre como
dibujar una figura o la hip6tesis erronea se realizar sobre las propiedades de la
figura. ¢Acaso no se han deducido propiedades falsas en la matematica usando el
lenguaje simbolico? La historia de la matematica también nos ha mostrado que
no es necesariamente cierto que saber las definiciones implique visualizar el
camino correcto —esta discusion ya la tuvimos en el capitulo 2 a proposito de los
escritos de Poincaré sobre logica e intuicion—: lo que se necesita es saber como

usar dichas definiciones y proposiciones para visualizar de manera adecuada.
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A proposito de la experiencia para el conocimiento matematico, autores
como Fischbein sostienen que presentar objetos concretos para estudiar objetos
abstractos permite una mayor familiarizaciébn con estos ultimos y unas
interpretaciones mas significativas. En este mismo sentido, Giardino:

La absorcion de las técnicas, asi como las practicas mas intuitivas, tales

como visualizacion, estan controladas por la experiencia. No hay nada

como la intuicion matematica ex nihilo: todo depende de cuanto
estamos familiarizados con las relaciones en nuestra red de
conocimiento matematico, asi como de la experiencia que tengamos

con las manipulaciones matemaéticas. (2010, p. 39)

En este sentido, Fischbein (2002) nos recuerda que las representaciones
visuales no son en si mismas un conocimiento: “las imagenes visuales son un
factor importante en la inmediatez, pero la inmediatez no es una condicion
suficiente para producir la estructura especifica de una cognicién intuitiva”
(Fischbein, 2002, p. 103). Aunque se perciba el esquema de un dispositivo
electronico, no se garantiza una comprension profunda de su funcionamiento,
esto solo sera posible si se ha recibido una formacion especial. Es decir, se
requiere de la experiencia matematica o del “mundo real” para entender su
funcionamiento.

Podemos entender las imagenes visuales como aquel dispositivo que facilita
el proceso de intuicidon. De alli, que podamos establecer una conexién entre la
experiencia sensorial y la observacion en matematicas que, en términos de Godel,
es analoga a la intuicion matematica: “estan conectados en otro sentido: uno ve
un diagrama (percepcion sensorial) que induce una intuicién (percepcion
matematica) de algo muy diferente. Esto es lo que sucede cuando una imagen no
es simplemente una ayuda heuristica, sino una prueba real” (Brown, 2005, p. 66).

La visualizacion y la intuicion no deben ser consideradas iinicamente como
sistemas de reacciones automatizadas. Parecieran automaticas porque la mente
estd educada en conceptos y teorias, porque existe una experiencia matematica
previa y la interiorizaciéon de los enunciado matematicos lleva a que sea una
reaccion aparentemente evidente e inmediata. En realidad, son sistemas de
creencias con expectativas autonomas donde la experiencia juega un papel
fundamental “porque, en ciertas circunstancias, configura expectativas estables.

Tales expectativas se volvieron tan estables, tan firmemente unidas a ciertas
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circunstancias que su origen empirico puede, aparentemente, desaparecer de la
conciencia del sujeto” (Fischbein, 2002, p. 88). Por tanto, la experiencia puede
generar intuiciones visuales estables y sistemas de creencias organizados y
aparentemente autonomos.

Como hemos mencionado, algunas situaciones dadas en la practica
matematica no se generan de manera natural y directa desde las nociones
cientificas o matematicas, a veces una representacién visual podria ser un
“puente” para la comprension o ser ella misma generadora de conocimientos.
Este tltimo punto podemos evidenciarlo con el ejemplo antes mencionado de las
graficas de Cayley. Estos grafos han sido considerados como objetos

matematicos, no so6lo como herramientas utiles para visualizar grupos.

Lariqueza y variedad de intuiciones de los graficos de Cayley producen

un vinculo con otras areas de las matematicas, como la teoria de

grafos, pero también producen un vinculo fructifero entre el algebra y

la geometria. El impacto més importante e intrigante de los CG en

algebra es la nueva geometria: se relacionan con la nocién de ‘grupo’.

(Starikova, 2010, p. 47)

Pareciera casi imposible tener una intuicion de los grupos sin la
intermediacion de las graficas de Cayley, pues gracias a las imagenes se puede
tener un conocimiento de los grupos y usar un lenguaje geométrico. Ademas de
la idea de estructura de grupo, gracias a estos grafos, podemos evidenciar en la
practica como se combinan elementos geométricos/diagramas con conceptos
algebraicos y la misma idea de grupo.

La principal funcién de la intuicién en este caso pone de relieve la

estructura de los objetos matematicos. Esto se logr6 mediante la

introducciéon de una “nueva presentacion” de los objetos matemaéticos
abstractos, grupos que no son facilmente intuidos, a través de objetos

de otras areas de las matematicas (en nuestro caso, graficos).

(Starikova, 2010, p. 51)

Este es un gran ejemplo de como los diagramas son poderosos instrumentos
que pueden facilitar el proceso intuitivo y que a su vez pueden ser un buen
comienzo para nuevas intuiciones que finalmente conduciran “a vinculos

conceptuales avanzados con la geometria y la introducciéon de un amplio arsenal
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para el algebra geométrica” (Starikova, 2010, p. 51). M4s atn, también es claro
que el uso y entendimiento de estos grafos implica un bagaje, una experiencia
matematica del individuo que se enfrenta a este nuevo conocimiento.

Hasta este punto hemos mostrado que la visualizacién, como la intuicion,
es un proceso que requiere de la experiencia del matematico. En el siguiente
apartado describiremos algunos ejemplos de como los matematicos han usado la
visualizacion en la practica: creando y demostrando nuevas teorias, asi como el

papel de ella en el proceso educativo.

6.2. La visualizacion y la practica matematica

El foco de la filosofia de la matematica esta centrado en la teoria. Muchos
fil6sofos estan interesados, por ejemplo, es revisar si un sistema es consistente, si
los teoremas son verdaderos, en cuales son los objetos de cierta teoria, entre
otros. Y aunque en los ultimos anos existe un interés creciente por reivindicar la
practica matematica, “cuando se les pide a los filosofos de las matematicas que
consideren la actividad matematica, en oposicion a los cuerpos de las
matematicas establecidas, tienden a pensar en la actividad investigadora de los
matematicos profesionales, tipicamente, probando teoremas” (Giaquinto, 2005b,
p. 75). Pareciera que esa es la tinica actividad que pueden hacer. Ignoran todo un
campo de otras posibilidades, tales como, la creatividad, las aplicaciones, los
nuevos conocimientos, las justificaciones parcialmente verdaderas, la explicacion
sobre la comprension de los objetos de la matematica, entre otras.

En este abanico de posibilidades, Mancosu (2008), en la introduccién de su
libro The Philosophy of Mathematical Practice, afirma que:

Procesos de visualizacién (por ejemplo, por medios de iméagenes

mentales) son fundamentales para nuestra actividad matematica y

recientemente esto se ha convertido una vez méas en un tema central

debido a la influencia de las imagenes de computadora en la geometria

diferencial y la teoria del caos y al llamado a enfoques visuales de la

geometria, la topologia y el analisis complejo. (p. 14)

Para el autor, es cada vez mas significativo el uso heuristico de las
representaciones visuales, y no puede seguir siendo un tema ignorado cuando se
estudia el pensamiento matematico. Su importancia es clara: “incluso los

algoritmos que nos ensefian en la escuela secundaria para el calculo de varios

180



digitos son de naturaleza viso-espacial” (Mancosu, 2008, p. 39). Recordemos que
el pensamiento visual aporta en el “descubrimiento”, es fundamental para la
epistemologia de las matematicas y, a pesar de esto, es un camino al que le falta
mucho por explorar.

Para Mancosu, existe una necesidad apremiante de extender la teoria del
conocimiento matematico donde se aborden temas gnoseolégicos, que incluyan
“fecundidad conceptual, evidencia, visualizacion, razonamiento diagramatico,
comprension, explicacion, y otros aspectos de la teoria del conocimiento
matematico que son ortogonales respecto del problema del acceso a ‘objetos

9

abstractos’™ (Mancosu, 2016, p. 132).

La renovacion de la filosofia de la matemética debe incluir un aspecto
fundamental como la practica matematica. Algunos problemas filoséficos se
vuelven relevantes s6lo cuando se toma en consideracion cierta area de la
matematica:

Por ejemplo, la geometria, la teoria de nodos y la topologia algebraica

seguramente despertaran interés (y desconcierto filoséfico) sobre el

tema del razonamiento diagramatico y visualizaci6on, mientras que
otras areas de la matemaética, por ejemplo, la teoria elemental de los
numeros, pueden tener mucho menos para ofrecer en esa direccion.

Ademés, para teorizar acerca de estructuras en filosofia de la

matematica parece sensato ir mas alla del &lgebra elemental, y

observar con atencion que esta sucediendo en areas avanzadas, como

la cohomologia, donde el razonamiento «estructural» es generalizado.

Finalmente, algunas areas de la mateméatica pueden brindar

verdaderamente a la filosofia de la matematica herramientas ttiles

para abordar importantes problemas filoso6ficos. (Mancosu, 2016, p.

132)

En este mismo sentido, encontramos los procesos de visualizacion, que se
han convertido en un tema central de interés gracias al desarrollo de las imagenes
por computador en la geometria diferencial, la teoria del caos, la topologia, la
geometria y el andlisis complejo. La visualizacidon matematica juega un rol
epistémico dado que los recursos visuales son fundamentales en la captacion

cognitiva de estructuras. En discusiones recientes sobre la filosofia de la
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matematica, ha tomado relevancia el tema de la visualizacion y el razonamiento
esquematico.

Gracias a la incursion de los sistemas computarizados para la visualizacion
de graficas complejas fue posible tener una guia para llegar a demostraciones
matematicas de enunciados muy complejos. En las tltimas décadas se ha visto
una “revolucion” contra las matematicas puramente simbdlicas, haciendo un
llamado de atencion sobre los métodos visuales: “su llamado a un regreso a la
intuicién y a la visualizacidon es mas profundo y tiene sus raices en una apreciacion
de la importancia de la intuicion visual en areas como la geometria, topologia y
analisis complejo” (Mancosu, 2005, p. 20). De hecho, las investigaciones en el
campo de la psicologia cognitiva muestran que el papel de las imagenes esta
restringido al razonamiento.

Sin embargo, también estan cobrando mayor relevancia las demostraciones
visuales, no s6lo en el campo de la mateméatica misma sino de la educaciéon. Una
demostracion basada en imagenes o diagramas, es decir, sin palabras, pueden
ayudar a “entender por qué se cumple una afirmacion matematica; nos muestran
vividamente el motivo por el que una propiedad es verdadera y, a veces, incluso
nos sugieren como demostrarla de una manera formal” (Luque, 2013, p. 89). Este
tipo de demostraciones se han dejado en el olvido gracias a ese impeto y casi
obsesion de la matematica moderna por el rigor, “desde hace unas décadas,
rescatadas primero por la didactica y ahora reivindicadas desde el computo por
ordenador y la matemaética experimental, ocupan su merecido espacio” (Luque,
2013, p. 89).

Como se ha mencionado, la visualizacibn no ha tenido el papel
preponderante como el de la representacion simbdlica: “de hecho, el progreso de
las matematicas en la historia podria facilmente verse como algo que va de la
mano de una renuncia gradual a la intuicion geométrica, en beneficio de una
abstraccion cada vez mayor” (Longo & Viarouge, 2010, p. 18). No obstante, en los
altimos anos los resultados de investigaciones sobre visualizacion han expuesto
sus beneficios para la interpretacion, el planteamiento y solucion de problemas y
su funcion de puente para relacionar conceptos matematicos con otros conceptos
de cualquier campo del saber.

La visualizacion en la historia de la ciencia tiene una larga trayectoria desde

la geometria de Euclides, pasando por la idea de perspectiva, la geometria
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cartesiana, los grafos de Euler y las graficas por computador de la actualidad.
Cientificos como Galileo, Descartes, Newton, Maxwell, Riemann, Einstein,
Feynman, entre otros han usado la visualizacion expandiendo su alcance gracias
a intentos de representar ciertos fenomenos de la naturaleza que, en muchos
casos, son casi imposibles de observar directamente:

Entonces, ¢por qué los cientificos se molestan en dedicarse a la

visualizacion? La naturaleza empirica de la ciencia implica que los

cientificos a menudo se dedican a dar sentido a los datos que han
recopilado y a comunicarse con otros cientificos al respecto. La
visualizaciéon puede facilitar estos procesos al presentar los datos de

una manera mas accesible que, digamos, una tabla de nimeros o un

relato verbal. (Braga, Phillips & Norris, 2012, p. 126, las cursivas son

nuestras)

Tal vez no sea molestia sino una larga tradicion en la cual el pensamiento
verbal y lingiiistico ha sido aceptado como la “mejor” forma de presentar los
resultados de la ciencia. Ahora bien, en contraste con esta tradicion, la historia de
la ciencia esta llena de ejemplos donde grandes pensadores han usado las
imagenes para ilustrar sus hallazgos, aunque las demostraciones de sus teorias
sblo incluyeran un lenguaje simbdlico.

Por ejemplo, Galileo plasm6 en sus dibujos los principios de perspectiva y
su interpretacion de ciertos fenémenos fisicos. Descartes y sus ilustraciones sobre
fuerza magnética y las Opticas humanas, Newton y su manera rigurosa de
presentar los estados fisicos especificos de los fendmenos. Podemos continuar
con los dibujos de Maxwell de la distribuciéon de las fuerzas magnéticas en el
espacio (una buena manera de entender esa tradicibn de representar
graficamente datos que no se observan a través de los sentidos). También
tenemos a Riemann y sus graficas de analisis complejo. Luego estd Feynman y su
conjunto de diagramas que representaban la interaccion entre las particulas
(diagramas que representaban geométricamente las funciones de probabilidad),
lo que suponia una importante diferencia con las ideas de visualizacion
anteriores, en la medida en que se intentaron representar fenémenos invisibles.
Tampoco podemos olvidar a Godel que relaciona el proceso intuitivo con el

proceso de visualizacion. Y asi podriamos seguir con méas ejemplos que nos
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proporciona la historia de las matemaéticas. A continuacién, presentaremos
algunos hechos de la historia significativos para nuestro estudio.

Empecemos con Descartes y Newton (véase Alcolea, 2021, pp. 234—237).
Ellos hicieron uso de la visualizacién para representar la estructura y las
relaciones entre los fendmenos cientificos examinados, al considerarlos de gran
interés para sus avances en el campo de la matematica y la fisica. Cuando los
cientificos usan imagenes no sblo estan interesados en mostrar como se ve el
mundo, sino como funciona:

Descartes y Newton son dos cientificos que utilizaron numerosas

ilustraciones en su trabajo cientifico. Si bien la mayoria de sus teorias

cientificas han sido reemplazadas desde hace mucho tiempo, muchos

de sus descubrimientos y logros todavia se mencionan en la educaciéon

cientifica contemporanea. Este es ciertamente el caso de la 6ptica

donde sus obras, y ocasionalmente sus objetos de visualizacion,

todavia son encontrados. (Braga, Phillips & Norris, 2012, p. 136)

Figura 1 Figura 2*
lustracion de Descartes
sobre el proceso optico

llustracion de Newton
sobre el proceso optico

* Ambas figuras proceden de Stephen P. Norris, (2012), Reading for Evidence and Interpreting
Visualizations in Mathematics and Science Education. Rotterdam: Sense Publishers, pp. 137-
138.
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De la figura 1. notamos que ademas de su realismo, ella se centra,
literalmente, en el fendmeno de la vision. Las ilustraciones de Descartes tenian
ademas otro propoésito; convencer no so6lo a los cientificos, sino a los laicos sobre
como funcionaba el mundo, su intencién era ayudar a cambiar el concepto. En
esta ilustracion debe hacerse énfasis en las demandas interpretativas que se
buscan, es decir, se debe identificar qué elementos son importantes y cuales
irrelevantes para la visibon humana. Lo que implica la necesidad de un
complemento textual, es decir, se requieren conocimientos sobre 6ptica para
comprender mejor la imagen. Por ejemplo, debe entenderse que las lineas que
penetran los ojos son de vital importancia porque muestran el camino de los rayos
de luz desde la flecha hasta sus ojos. Finalmente, reconocemos que la analogia en
la ilustracion es mas directa (aunque aparecen mas distracciones) y, a su vez,
requiere menos exigencia cognitiva.

En contraste con la figura del filbsofo francés, encontramos ahora la figura
2. Aqui notamos que el estilo de Newton es mas diagramatico. Para el fisico inglés,
lo importante es concentrarse en el fendbmeno que describe la vision. Aqui, las
ilustraciones estaban dirigidas a los cientificos, cuya intencion era ayudarles a
descubrir como reproducir sus experimentos, como una forma de resolucion de
problemas. Més atn, él mismo establecié sus propias convenciones: “dado que
las convenciones de Newton son las antepasadas directas de las nuestras, su
imagen puede parecer menos extrafia a pesar de ser mucho menos realista que la
imagen de Descartes” (Braga, Phillips & Norris, 2012, p. 137).

La figura de Newton es completamente esquematica, la correspondencia
entre sus elementos y la realidad no es muy precisa. Es evidente que las demandas
interpretativas de esta figura son mas desafiantes que las de la figura de
Descartes. Newton logrd eliminar las distracciones, aunque la interpretaciéon
cognitiva es mucho mas exigente.

En general el avance de la ciencia ha llevado a los cientificos a centrar sus
esfuerzos en aspectos de la realidad que se alejan de la experiencia visual.
Entonces los matematicos han tenido que buscar un “leguaje” para describir
objetos inobservables, lo que ha dado a las matematicas su funcion de ser el
lenguaje de la ciencia, pero, ademas, se le ha otorgado otra tarea: visualizar las

expresiones matematicas que aparecen en el uso de graficos cientificos.
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Muchos graficos cientificos evidencian un alto grado de abstraccidn,
alejandose cada vez mas de la realidad, lo que conlleva la dificultad de conectar
los elementos del grafico con los fendémenos fisicos que representan.
Recientemente encontramos que “los tedricos e investigadores utilizan
actualmente ‘visualizacion’ como una etiqueta para procesos sorprendentemente
diferentes dentro del aprendizaje de las matematicas” (Simmt, Sookochoff,
Mcfeetors & Mason, 2012, p. 148).

Para grandes matematicos como Dedekind, Hilbert y Russell, las
intuiciones visuales eran poco fiables, mas ain, afirmaban que en un buen libro
no deberia existir ninguna figura. Sin embargo, a finales del siglo XX se produjo
un cambio a favor de la visualizacidn, lo que puede evidenciarse con los titulos de
algunos libros como “geometria visual y topologia” o “anélisis visual complejo”.
Se inicia una atencién pedagogica especial a la visualizacién y las imagenes
generadas por computadora empiezan a tener frutos en la investigacion. En lo
que aun no tenemos un acuerdo es sobre el papel del pensamiento visual en la
epistemologia de las matematicas.

Ahora bien, en ocasiones, aunque la prueba de un enunciado matemaético
sea correcta, no necesariamente implica que estemos convencidos de comprender
dicho argumento, parece que se necesita algo mas. “Una de las muchas razones
aceptadas en la practica para preferir una formulacién sobre otra es que una
forma de encuadrar y abordar un tema puede ser mas fructifera que otra”
(Tappenden, 2005, p. 152). Para algunos, que un argumento sea mas fructifero
que otro, es algo que se asume como una cuestion “natural” que pareciera llevar
“maés facilmente” a la comprension.

Bajo este marco, tenemos el ejemplo de Riemann y el uso de dispositivos
visuales para representar funciones complejas. A inicios del siglo XX surgi6é una
division en cuanto a los métodos de prueba en el analisis complejo. Las dos
“corrientes” fueron lideradas por Weierstrass y Riemann, el primero con un
enfoque netamente algoritmico centrado en encontrar representaciones
explicitas de funciones, y el segundo, centrado en lo conceptual: “tenia como
objetivo describir funciones en términos de propiedades generales y demostrar
resultados de existencia de funciones indirectas que no necesitan estar vinculadas

a representaciones explicitas” (Tappenden, 2005, p. 149).
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El enfoque de Riemann implica el uso de superficies que permiten
visualizar facilmente funciones complejas, su referencia a la visualizacion
contribuy6 a la fecundidad de las conexiones en tanto que los ejemplos se
volvieron mas elementales y manejables. Asi, un caso dificil como el anélisis
complejo, en una escala mas pequena, es ejemplificado en la aplicacion de la
geometria proyectiva clasica en la estatica grafica. Encontramos aqui una
posibilidad de visualizar los argumentos y el analisis del marco teérico.

Las superficies de Riemann no so6lo fueron muy ttiles por ser consistentes,
sino que de manera sistematica han continuado facilitando la comprension y el
descubrimiento. Sus dispositivos visuales dieron frutos novedosos e inesperados,
por lo que la comunidad académica los acept6 como un contexto adecuado para
estudiar funciones de interés en el analisis complejo, convirtiéndolos en “un
componente esencial indispensable de la teoria; no un suplemento, mas o menos
artificialmente destilado de las funciones, sino su tierra natal, el (inico suelo en el
que las funciones crecen y prosperan” (Tappenden, 2005, p. 152).

En la eleccién de un enfoque sobre otro en matematicas, tienen que ver,
muchas veces, aspectos considerados del mundo de la psicologia. Sin embargo,
para el caso que estamos abordando, el que la metodologia de Riemann sea méas
natural y que sus resultados sean fructiferos no tiene que ver con la subjetividad
del individuo, mas adn, sobre sus resultados se han construidos nuevos
conocimientos interesantes. Cuando se estudian las formulaciones “mas
naturales” se hace en el contexto del descubrimiento y para algunos matematicos
esto hace parte de la psicologia y no de la metodologia o de la practica
matematica. Pero estos juicios deben ser mas amplios: “las ventajas y deficiencias
del enfoque de Riemann para el analisis complejo en comparacion con el enfoque
de Weierstrass es s6lo uno de los muchos ejemplos concretos que ilustran y
anclan el punto” (Tappenden, 2005, p. 154).

La visualizacion hace parte de la practica matematica y puede ser una
buena manera de formular un problema o una teoria. Por ejemplo, el aspecto
geométrico intuitivo ha influido en la topologia y aunque no podemos decir que
haya sido su impulso principal, si es el resultado de visualizar otros problemas
como el analisis complejo con Riemann, la mecéanica con Poincaré y la teoria de

grupos con Denh. Es posible describir la importancia de la visualizacion en el
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razonamiento matematico, dejando de lado la naturaleza en si de la visualizacion
y reconociendo su utilidad y eficacia en la practica matematica.

Con la visualizacién sucede a menudo lo que sucede con la intuicion
matematica, algunos filésofos la han ignorado y les parece poco interesante
porque asumen que son “fendémenos” accidentales, pragmaticos, subjetivos o
psicologicos. Algunos sélo le dan a la visualizacion el lugar de apoyo para recordar
algunas proposiciones “complicadas”. Lo interesante en el caso de Riemann no es
solo reconocer que la “conexién con la vision es una ventaja interesante y ttil,
[sino que] las cuestiones planteadas por la oposicion Riemann-Weierstrass son
de interés de forma independiente” (Tappenden, 2005, p. 157).

Un punto importante que se ha observado en el avance de las teorias fisicas
y matematicas mas sobresalientes de los ultimos siglos obedece a la idea de
unificacion (Newton, Maxwell, Friedman). Para Friedman, por ejemplo, “al
menos en algunos casos importantes, proporcionar una explicaciéon de un evento
es proporcionar los recursos para comprender este evento, y motiva su relato en
consecuencia” (Tappenden, 2005, p. 159). Es decir, lograr la unificacién de
hipotesis o teorias que parecen inicialmente dispares es un gran avance. Tenemos
por ejemplo a Newton y la unificacion de la teoria celeste con la terrestre, Maxwell
y la unificacion de los fendmenos 6pticos, magnéticos y eléctricos y las teorias
fisicas actuales que intentan unificar la mecanica cuantica y la gravitacion.

Bajo esta idea de la unificacién, encontramos el enfoque de la teoria de
funciones complejas de Riemann, en la que se “admite una variedad de puntos de
vista, en parte porque efectu6 la unificacion de la teoria de funciones complejas
con la teoria de curvas y superficies complejas” (Tappenden, 2005, p. 159). Asi
mismo, uno de los sellos que identifico la propuesta del matemético aleman fue
la eleccion apropiada de definiciones y principios basicos unificadores. El
ejemplo de Riemann es una invitacién para mejorar la idea “de como este tipo de
conexion indirecta con la vision puede informar nuestra eleccion de los marcos
teoricos” (Tappenden, 2005, p. 180).

Aunque en algunos casos, la visualizacién de una representacion que se da
en la mente del matematico no conduce directamente a una demostracién
rigurosa, si conlleva un esbozo o en palabras de Poincaré a una “especie de certeza
moral”. Un ejemplo de este caso lo encontramos con Klein quien, al estudiar

cuestiones abstractas de la teoria de funciones, reemplaza su superficie de

188



Riemann por una superficie metélica cuya conductividad eléctrica varia segiun
ciertas leyes. Ademas, conecta dos puntos con dos baterias: “la sefial, dice, debe
pasar, y la distribucion de esta corriente en la superficie definira una funcion
cuyas singularidades seran precisamente las pedidas por el enunciado del
problema” (Poincaré, 1964, p. 2). Para Klein esta situacién no es sélo una
representacion pasiva de la realidad, sino que esa representacion que habia
visualizado en su mente contribuia a una soluciéon que podria ser global, la cual
era preliminar, que aun estaba inacabada pero que a su vez mostraria el camino
de la solucién definitiva.

La representacion visual era mas que una imagen; fue la solucion

intuitiva a un problema en el cual la estructura sensorio-mental

desempefiaba un papel fundamental. De hecho, no son solo las
imégenes visuales las que ayudan a estructurar las intuiciones- aunque
ciertamente son la forma més comin de apoyo imaginario. Sonidos,

en el caso de los musicos; representaciones musculares, motoras y

tactiles, en el caso de escultores, etc. desempefan un papel

fundamental en la actividad creativa artistica. En una discusion con

Max Wertheimer, uno de los fundadores de la psicologia de la Gestalt,

Einstein declar6 una vez refiriéndose a la creacion de la teoria de la

relatividad: “estos pensamientos no vinieron en ninguna formulacion

verbal. Rara vez pienso en palabras. Viene un pensamiento, y luego

puedo intentar expresarlo con palabras” (Wertheimer, 1961, p. 228).

Las imagenes mentales son, de hecho, parte de un dominio psicolégico

méas complejo [...], a saber, el dominio de los modelos mentales.

(Fischbein, 2002, pp. 105-106).

Como lo revisamos en nuestro segundo capitulo, luego de los teoremas de
incompletitud de Godel, mucha de la literatura posterior evidencia que, para
demostrar o plantear nuevas proposiciones, se requiere de la intuicion y de
habilidades que van mas alla del programa formalista o del uso exclusivo de la
l6gica como lo pretendia Hilbert:

Godel sugiere en otro lugar que dar una prueba de consistencia

constructiva para las matematicas clasicas significa “reemplazar sus

axiomas (los de las matematicas clasicas) sobre entidades abstractas

de un reino platénico objetivo por percepciones sobre las operaciones
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dadas de nuestra mente”. Varios logicos han sugerido que existe una

especie de evidencia intuitiva que corresponde a las partes

constructivas, pero no finitistas de las matematicas. (Tieszen, 1989,

pp. 13-14)

El intuicionismo parece apoyar esta idea. Por ejemplo, Gentzen apel6 a la
“visualizacion” de pasos en la induccion transfinita para su prueba de
consistencia en la teoria elemental de nimeros. Nociones similares a la de
visualizacion han aparecido en muchos casos cuando se revisa la historia de la
matematica.

Cabe senalar también que la idea de visualizar la secuencia de copias

de una estructura que podemos visualizar, junto con la reflexiéon sobre

el concepto de co-iteracion, y la idea de que podemos reflexionar sobre

el proceso de reflexion, puede verse como el marco epistemolbgico

subyacente en el desarrollo de ciertas progresiones auténomas

transfinitas de teorias debidas a Kreisel y Feferman. (Tieszen, 1989, p.

14, las cursivas son nuestras)

Podemos deducir que se estd intentando defender que la idea de
visualizacion, asi como la de intuicion son procesos constructivos, que tienen
significados en si mismo. Veamos un ejemplo, algunos matemaéticos o profesores
usan expresiones tales como: “el orden geométrico de los enteros”, en realidad
podriamos hablar de un proceso intuitivo que esté relacionado con la estructura
espacial de los nameros, es decir, que se podria “ver en los espacios mentales” la
secuencia discreta y creciente de los niimeros enteros, lo que conduciria a afirmar
que “un subconjunto genérico no vacio tiene un elemento minimo”. Aqui
encontramos reflejada la idea de un proceso de reflexion o “un ejemplo de
‘reflexion de significados’ en el sentido que escribié Godel, sobre la intuicién de
conceptos y de estructuras matematicas (que organiza conceptos). Se usa
ampliamente en la practica matematica y en las demostraciones” (Longo &
Viarouge, 2010, p. 20).

Lo interesante es el papel que pueden jugar estos procesos en el momento
de una explicacion filosofica sobre el conocimiento mateméatico. Aqui, por
ejemplo, encontramos otro problema que la filosofia de la matematica podria
indagar, como el proceso de visualizacion, identificado por algunos como un

genuino proceso intuitivo, permite brindar evidencia més all4 de la 16gica y de los
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sistemas formales de la matematica. Aunque este es un campo adn poco
investigado.

En palabras de Poincaré:

Los dos tipos de mentes son igualmente necesarias para el progreso de

la ciencia; tanto los l6gicos como los intuicionistas han logrado

grandes cosas que los otros no podrian haber hecho [...] pero es

interesante estudiar en la historia de la ciencia méas de cerca la parte

que corresponde cada uno. (Poincaré, 1964, pp. 2—3)

Esta situacion, de los dos tipos de mentes, no es exclusiva de los
matematicos mas brillantes, en los salones de clase también se evidencia que
algunos estudiantes prefieren abordar los problemas con una perspectiva
analitica, mientas que otros son mas dados a lo intuitivo y lo visual. Trataremos

a continuacion la visualizacion en el campo de la educacion.

6.3 La visualizacion y la practica educativa

La visualizacion en la educacién mateméatica ha sido un componente
importante para los procesos de ensefianza, podemos tomar cualquier libro de
colegio y encontrariamos ilustraciones, diagramas, dibujos o esquemas. Asi
mismo, cada dia es mas comun el uso de software especializado o de calculadoras
graficadoras. Y a pesar de este auge de materiales de visualizacién disponible, el
apoyo empirico para su uso es minimo.

Como lo sefialamos en el apartado anterior, los diagramas, esquemas y
objetos de visualizacién han sido importantes a lo largo de la historia de la
matematica. También encontramos que las distinciones en la idea de
visualizacién giran en torno a los objetos fisicos, mentales o a los procesos
cognitivos. También hemos sostenido que la visualizacion, al igual que la
intuicion, son considerados como procesos, lo que, para este caso, implica que los
estudiantes cuando abordan esquemas visuales para su construccion,
comprension e interpretacion, requieren de acercamiento previo a las imagenes
y los graficos:

Podria ser que, si las matematicas se ensefnaran de manera visual y si

las representaciones visuales fueran una parte esencial de la

evaluacion y la calificacion, los estudiantes pudieran comenzar a
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trabajar y a comunicarse mas a menudo de esta manera. [...] es

precisamente esta creencia la que motiva gran parte de la explosion

actual de la visualizacion basada en computadora en la educacion

matematica. (Macnab, Phillips & Norris, 2012, p. 105)

La historia de la matematica nos ha mostrado algunos episodios en los que
un razonamiento visual ha conllevado errores que luego han sido corregidos de
manera simbolica. Estas situaciones han llevado a grandes matematicos,
profesores y estudiantes a enfatizar las demostraciones simbolicas sobre las
visuales. No obstante, resultados de investigaciones recientes evidencian
beneficios de la visualizacion en el aprendizaje y aplicacion de los conocimientos
matematicos, a saber, generan estructura para explorar operaciones visuales,
sirven como puntos de referencia para derivar teoremas, permiten
generalizaciones visuales, proporcionan una forma para rastrear casos y
alternativas y ayudan a expandir la memoria de patrones espaciales. (Norris
(Ed.), 2012)

Cuando nos referimos a representaciones visuales, no s6lo estamos
hablando de imagenes estaticas bidimensionales, sino a imigenes interactivas y
tridimensionales, y esto ultimo gracias a la incursion de la tecnologia.
Recordemos que nuestro interés esta en la idea de visualizacion interpretativa, es
decir, la visualizacién como accion de interpretar la informacién que se puede
obtener de los objetos y el papel que ella juega en los individuos, individuos, que,
a su vez, estan inmersos en una red de creencias, experiencias y su propio proceso
cognitivo de comprension.

A través de la visualizacion interpretativa, el estudiante se esfuerza por

obtener una nocion clara de los fen6menos fisicos que representa el

objeto de visualizacion. Este esfuerzo implica tanto interpretar el
significado de la imagen como contextualizar el significado dentro del
conocimiento previo del estudiante. Lograr este fin requiere que el
estudiante haga y sepa ciertas cosas. Un lugar de partida para este
proceso es el objeto de visualizacién en si. [...] El otro punto de partida

es con el conocimiento cientifico previo necesario. El estudiante puede

poseer este conocimiento de cursos anteriores y de experiencias de la

vida, o el educador puede introducirlo junto con el objeto de la

visualizacién. (Braga, Phillips & Norris, 2012, pp. 130—131)
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La utilidad de la visualizacion en la ciencia parece tener mucho que ver con
la correspondencia entre la actividad y el resultado deseado. La visualizacién a
menudo implica el uso de diagramas esquematicos o simbodlicos como ayuda
computacional. En estos casos, los objetos visuales tienden a ser simples y
directos. Para la comprension conceptual, los objetos mas ricos en combinacion
con la instrucciéon verbal o textual ofrecen la posibilidad de experiencias ricas
para los estudiantes. El componente verbal parece esencial, porque las
visualizaciones rara vez pueden ser independientes. Esto parece ser
especialmente cierto en la educacion cientifica, donde los objetos dificiles de
imaginar se pueden representar dinidmicamente para que los estudiantes
aprecien como estos objetos cambian con el tiempo. Finalmente, parece haber
conceptos importantes que no se pueden aclarar visualmente y grandes disputas
sobre si las visualizaciones tienen algin lugar. (Phillips, Norris & Macnab, 2010,
p- 74)

La visualizacion al ser un proceso requiere de conocimientos previos,
habilidades y destrezas intelectuales. Pero, ademas, la visualizacién requiere por
parte del estudiante o del matematico un esfuerzo para que tenga resultados
exitosos: “tendremos la sensacion de un esfuerzo mayor cuando la actividad que
estemos realizando tome més tiempo del esperado, cuando los obstaculos para el
desarrollo de nuestro trabajo sean mas evidentes” (Pena Paez, 2013, p. 155).

Es decir, que no soélo se requiere de una conciencia de las propiedades del
objeto sino también familiarizarse con las formas que simbolizan los objetos
como sustitutos de la realidad. Ahora bien, el otro lugar de partida es el
conocimiento cientifico. Este puede ser académico (adquirido en cursos
anteriores) o de experiencia de su mundo “real”, lo que quiere decir que se debe
establecer una conexion entre la imagen y la realidad, para que de esta forma la
imagen tenga algun significado util, desde un punto de vista didactico.

En el proceso de visualizacion todo el “aparato” cognitivo esta en juego, de
no ser asi, las iméagenes so6lo serian datos 6pticos. Tal como sucede con la
demostraciéon verbal, si un estudiante no tiene idea del significado de los
simbolos, no utiliza estrategias inferenciales o deductivas adecuadas, nunca

podra resolver un problema o entender la interpretacion de la solucion.
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En las investigaciones presentadas por Phillips, Norris y Macnab en su libro
Visualization in Mathematics, Reading and Science Education (2010), se
muestra la efectividad de las imagenes tanto en la educacion matematica como
en la resolucion de problemas. Asi mismo, algunos de los resultados nos
muestran la visualizacién como apoyo al desarrollo de conceptos, permitiendo
identificar dos concepciones sobre la funcién de la visualizacién, una teorica (los
objetos de visualizacion como entidades matematicas), y la otra practica (la
eficacia de los objetos de visualizacion). En el &mbito educativo los resultados
muestran que “con una mayor aptitud para la visualizacion espacial, los
estudiantes tendran la capacidad de usar imagenes esquematicas mas
sofisticadas al resolver problemas matematicos” (2010, p. 46).

El proceso de visualizacion involucra la abstraccion de las caracteristicas de
un prototipo dado, “un estudiante aprende sobre tridngulos, por ejemplo,
mirando tridngulos prototipicos y abstrayendo las caracteristicas que separan los
tridngulos de otros tipos de objetos” (Phillips, Norris & Macnab, 2010, p. 58). Lo
interesante de estos prototipos es que provienen de la experiencia, lo que en un
momento dado puede generar errores, los cuales en el proceso educativo pueden
ser aprovechados para construir a partir de ellos conceptos méas firmes. No
debemos olvidar que, para el aprendizaje de los estudiantes, las situaciones
presentadas dentro de un contexto prexistente en sus vidas permiten afianzar
mejor los nuevos conocimientos. Bajo esta descripciéon, cobran mayor relevancia
los objetos de visualizacion para explicar, desarrollar y aprender conceptos en el
campo de la ciencia, y, agregariamos, en el campo de la educacion.

De ninguna manera se puede afirmar que la sola presentacion de objetos de
visualizacién puede ayudar a la construccion de un concepto o al aprendizaje del
mismo. La percepcion de este objeto, su interpretacion y posible explicacién
depende de qué tan familiarizado esté el estudiante que interacttia con el objeto
con sus propiedades. Si no existe una experiencia o un conocimiento previo en
visualizacién, no sera posible esperar resultados apropiados, bien sabemos que la
utilidad de la visualizacién en el aprendizaje estd ligado al grado de
correspondencia entre una actividad y su resultado esperado.

En educacion los resultados también son “medidos”, se espera de los
estudiantes méas sobresalientes que realicen mejores analisis y tengan mayor

capacidad en la resolucion de problemas. Y aqui el proceso de visualizacion es el
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protagonista: “la explicacion matematica a menudo involucra imagenes,
representaciones, diagramas o imagenes mentales. La justificacion se relaciona
con la forma en que un resultado se presenta, se defiende, se justifica en una
comunidad investigadora” (Gémez-Chacon, 2012, p. 204). No estamos hablando
so6lo de un contexto meramente cientifico, incluimos a la comunidad educativa.

Por ejemplo, en el capitulo anterior estudiamos a Polya, quien afirma que
cuando se intenta resolver un problema se sugiere realizar una figura. ¢Por qué?
Es posible que si lo dejamos todo en nuestra imaginaciéon olvidemos algiin detalle
importante, mientras que, al dejarlo plasmado en papel o computador, estos
detalles permanecen y nos recuerdan nuestras observaciones anteriores cuando
intentemos recapitular la informacién disponible durante la resolucion de un
problema. Sin embargo, el uso de figuras y graficos también depende en gran
medida, no solo del uso de instrumentos (por ejemplo, el computador), sino del
propio problema que se esta intentando resolver, asi “como de las preferencias y
habilidades visuales personales” (Gomez-Chacén, 2012, p. 209).

Para algunos investigadores, los diagramas pueden actuar como
descriptores superiores a los verbales, “para resolver ciertos tipos de problemas
[...] los diagramas pueden organizar la informacién relevante muy cerca, lo que
permite a los operadores buscar, comparar y hacer inferencias mas facilmente
que con el texto enunciado” (Phillips, Norris & Macnab, 2010, p. 37). Para otros
investigadores, es beneficioso para el aprendizaje de los estudiantes integrar la
informacion visual con la verbal. Algunos resultados incluyen que aquellos
estudiantes que recibieron explicaciones tanto visuales como verbales produjeron
mas soluciones creativas a los problemas: “los estudiantes que tenian un
conocimiento previo bajo se beneficiaron enormemente al recibir instruccion
integrada para las pruebas de resolucion de problemas [...] Los objetos visuales,
sin importar cuan habilmente estén animados, no son beneficiosos sin una
narracion explicativa” (Phillips, Norris & Macnab, 2010, p. 38).

Ahora bien, si se tiene en cuenta el modelo de Van Hiele, encontramos
diferentes niveles de razonamiento y uno de ellos es la visualizacion. No obstante,
muchas veces solo se ensefia a construir imagenes, y esto no es un proceso
completo de visualizacion, debe pasarse de una comprension local a una global.

En la ensenanza es importante diferenciar entre utilizar una figura,

manipularla en busqueda de nuevas ideas y de comprensiéon, o
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utilizarla como esquema, como apoyo del proceso deductivo que se

sigue. Es decir, en una situacion la figura sirve para razonar, para

generar nuevas ideas, para inventar, crear. En la otra, la imagen tan

solo tiene un papel explicativo, estd subordinado a lo formal

(discursivo). (Gomez-Chacén, 2012, p. 215)

En el proceso educativo, es necesario que el profesor distinga las posibles
funciones que le otorgara a las figuras e imagenes. Por un lado, puede pensar en
su funcién heuristica para innovar o crear o su funcion meramente ilustrativa,
para explicar, comprobar hipétesis, deducir propiedades, lo que estd maés
relacionado con la aprehension discursiva.

Por ejemplo, encontramos la geometria. Esta puede ser concebida como un
cuerpo axiomatico, aunque también en palabras de Polya puede ser descrita como
“una habilidad de los ojos y de las manos”. Para algunos la geometria hace parte
de la fisica y para otros de la matemaética, lo importante es que la geometria es
“un campo donde podemos hacer descubrimientos intuitivos o inductivos y
verificarlos posteriormente mediante el razonamiento” (Pélya, 1980b, p. 125). La
geometria es fuente de simbolos con lenguaje preciso, util y esclarecedor. La
geometria permite a los estudiantes un conocimiento visual de las formas, la
visualizacién del espacio y el descubrimiento gracias a “la poderosa ayuda al
pensamiento que ofrece la representacion esquematica” (Polya, 1980b, p. 125).

La naturaleza visual de la geometria, el uso de grafos en la teoria de grupos,
las graficas de las funciones, comprenden todas esas habilidades mentales
relacionadas con la comprension, reorganizacion visual de las relaciones: “Brown
y Wheatley (1989) encontraron que la habilidad espacial esta asociada con una
comprension relacional de conceptos matematicos” (Booth & Thomas, 1999, p.
170). Los dibujos o graficas se aproximan, en muchos casos a objetos reales, que
permiten resaltar algin aspecto de ellos, pero también pueden representar un
proceso simbdlicamente:

utilizando formas geomeétricas para representar objetos o eventos

reales, los diagramas pueden mostrar la relacién entre objetos o

eventos o representar el proceso de una actividad. En tales casos, es

posible que no presenten todo el objeto; en cambio, pueden centrar la
atencion de la lectura en un aspecto, parte o relacion en particular.

(Booth & Thomas, 1999, p. 184)
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En este mismo sentido los objetos de visualizacion también han sido
utilizados como modelos intuitivos o herramientas para predecir eventos con
respecto a fen6menos concretos.

Un modelo intuitivo es, por su propia naturaleza, de un tipo sensorial.

Puede ser percibido, representado o manipulado como cualquier otra

realidad concreta. Por ejemplo, para representar magnitudes

vectoriales (fuerzas similares) se utilizan segmentos de linea
orientados. Para representar los numeros dirigidos, se utiliza la
imagen de la recta numérica con un origen convencional en ella. Para
resolver problemas estocasticos o combinatorios, se puede recurrir al
diagrama de arbol. La grafica que representa una funcién es también

un ejemplo de un modelo intuitivo. Un modelo intuitivo no es

necesariamente un reflejo directo de una realidad determinada, muy a

menudo se basa en una interpretacion abstracta de esa realidad. La

grafica de una funciéon es un modelo intuitivo de esa funcién y la
funcion, a su vez, es el modelo abstracto de un fenémeno real.

(Fischbein, 2002, p. 121)

Por ejemplo, el fendmeno de un cuerpo que cae puede ser modelado por la
funcién cuadréatica, representada graficamente por la parabola, este objeto visual
nos permite evidenciar la relaciéon dinamica entre las variables involucradas.
También es interesante cuando se les presenta los niimeros imaginarios a los
estudiantes, haciendo uso de su representacion geométrica, ofreciéndoles un
sentimiento de familiaridad, la posibilidad de manipular su estructura de este
modelo visual de unos entes tan abstractos como los nimeros complejos. Los
diagramas de arbol, que normalmente se usan en los cursos de probabilidad,
pueden ser usados para representar el orden de las operaciones, por ejemplo,
cuando se desea resolver una integral usando la regla de sustituciéon. (Pena-Péaez,

2020b, p. 57)

Los diagramas juegan un papel importante en la investigacion
cientifica. Pueden desempenar un papel didactico importante al

ofrecer al estudiante medios visuales para sintetizar datos, representar
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relaciones abstractas y resolver varios tipos de problemas. Pero, sobre
todo, el alumno, al aprender a producir y utilizar diagramas de varios
tipos, desarrolla su propia capacidad para aprovechar las enormes
capacidades heuristicas de las representaciones visuales,

conceptualmente controladas. (Fischbein, 2002, p. 165)

Dentro de las ventajas que encontramos en el campo educativo del uso de
objetos visuales, tenemos que ofrece al estudiante el modelo de un concepto ya
elaborado de una realidad dada. Si logramos que el estudiante aprenda a
construir e interpretar graficos, obtendra un control sobre sus propios procesos

mentales, desarrollando procesos intuitivos mas avanzados.

Para Fischbein (2002), los modelos deben tener caracteristicas muy
puntuales para que puedan ser ttiles: (1) el modelo y la estructura original deben
tener un alto grado de correspondencia y consistencia. (2) El modelo debe ser
coherente con la forma como se procesa la informacién humana, es decir, en lo
visual, el comportamiento, la finitud, entre otros. (3) El modelo debe ser en la
medida de las posibilidades auténomo, es decir, debe tener sus propias leyes que
le den coherencia y estructura interna. Un modelo que depende en cada paso de

los dictados del original es heuristicamente innutil.

El uso de modelos visuales en la educacion y resoluciéon de problemas viene
acompainiado de otras ventajas. Por ejemplo, un objeto visual presenta al
estudiante de manera simultanea gran parte de la informacion de una situacion
planteada. Asi mismo, “una imagen visual es més personal y estd méas involucrada

en el comportamiento que una estructura conceptual” (Fischbein, 2002, p. 204).

El desarrollo histérico del concepto de namero, las diversas geometrias, el
calculo infinitesimal, el concepto de infinito, la teoria de grupos, entre otros, han
sido influidos por procesos de visualizacion, gracias a su practicidad, a las
interpretaciones de su comportamiento y a sus expresiones visuales
espacialmente consistentes. Fendmenos similares ocurren durante el proceso de
enseflanza y aprendizaje de los estudiantes. Muchos estudiantes, incluso cuando

trabajan con conceptos muy abstractos, tienden a representarlos de alguna
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manera accesible para ellos: “tendemos a recurrir automaticamente a
representaciones de comportamiento y pictoricas que pueden conferir a
conceptos los abstractos el tipo de caracteristicas manipuladoras a las que
nuestro razonamiento se refiere” (Fischbein, 2002, p. 212).

Asi mismo, ocurre que, aunque el estudiante ya tenga el conocimiento
abstracto de alguna teoria o concepto matematico, el modelo intuitivo inicial
sobre el que construy6 su conocimiento sigue influyendo en su uso e
interpretacion. Es dificil, por ejemplo, pensar en un punto o una recta sin hacer

referencia a su representacion grafica.

En la practica dela ciencia encontramos la creacion de modelos (que pueden
ser fisicos, visuales o mentales) que sirven para representar fenémenos, objetos
o procesos. Asi mismo, los modelos en matematicas tienen una gran importancia
cuando se trata de hacer predicciones. En educacion, por ejemplo, “los modelos
estan destinados a ayudar a los estudiantes a conectar nuevas ideas con lo que ya
saben, visualizar ideas abstractas y construir una comprension 1til de conceptos
dificiles” (Gustafson & Mahaffy, 2012, p. 165). Lo que siempre debe estar claro es
que todo modelo tiene fortalezas y limitaciones.

No es un secreto que en la actualidad las herramientas de modelado y la
visualizacién mediada por recursos tecnologicos han hecho grandes aportaciones
a la investigacién tanto en el campo cientifico como el educativo y su influencia
va en aumento. Estas herramientas “ayudan a comprender e ilustrar problemas,
ya que los fendmenos en los campos aplicados pueden describirse mediante
modelos matemaéticos bastante complejos” (Karsai, Racz, Schwenk & Kalus,
2003, p. 24). Gracias a la incursion de la tecnologia en las aulas, nuestros
estudiantes pueden explorar, experimentar y visualizar conceptos complejos, y
pueden afianzar sus conocimientos y ponerlos en practica. Por supuesto que esto
traera, tal vez, para la educacion otro tipo de retos y dificultades, pero sobre la
influencia de la tecnologia en la educacién habra mucho mas que escribir en

futuras investigaciones.
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Conclusiones

El desarrollo de este trabajo pretendia resolver preguntas como: écual es
la definicion precisa de la expresion “intuicion matematica”? Mas atin, ¢existe un
consenso entre matematicos, educadores y filosofos de la matematica sobre lo
que es la intuicion matematica? ¢Cuando usan los matematicos la intuicion
matematica? ¢Cual, de existir, seria el rol de la intuicién en la epistemologia de
las matematicas? ¢Como se relaciona la intuicién y la practica matematica?

Para Bergson, el trabajo intelectual en el que una persona se introduce
para inventar o resolver un problema, implica una idea inicial, la cual es simple,
abstracta e incorporea. Luego de un esfuerzo maximo los resultados de esa idea
se reflejaran en el mundo tangible de una manera clara y distinta. Este trabajo es
justamente el resultado de un esfuerzo intelectual, que intent6 plasmar de
manera clara una idea inicial que giraba en torno a la intuicién matematica.

Una de las preguntas que nos interesaba resolver era sobre el papel que
juega la intuicién en la matematica. Ahora bien, al revisar la literatura existente
nos encontramos con que no existe una definicion universal sobre la intuicién
matematica. De hecho, la concepcion sobre la intuicion depende en buena medida
de como se aborde la pregunta y quién la responde. Y aqui encontramos una
primera idea: no existe un consenso entre matematicos, educadores, ni filésofos
de la matematica sobre lo que deberia entenderse por ‘intuicién matematica’.

Mas alla de ser un obstaculo, esta diversidad de acepciones del término,
esta riqueza de interpretaciones, nos llevo a plantear nuestra propia definicion de
intuicion matematica (tomando elementos significativos y experienciales de las
diferentes definiciones estudiadas). Es importante reconocer que gracias a la
intuicién tenemos “nuevas situaciones sobre las que se podria conjeturar, usando
esquemas conceptuales extraidos de la experiencia sensorial, gracias al intelecto
limitado por el lenguaje e influenciado por la acumulacion de fuentes de un
patrimonio cultural y cientifico” (Marino & Pena-Paez, 2019, p. 76).

En este documento hemos entendido la intuicion matemética como “un
proceso dinamico, que esta relacionado con la experiencia, con los conocimientos
matematicos del individuo que intuye y finalmente, que requiere de las
matematicas formales para validar sus creaciones” (Pena-Paez, 20204, p. 6). Para
el desarrollo de este escrito, la intuicién no se da de una manera repentina, este

proceso tiene sentido cuando la mente de quien intuye ha estado inmersa en un
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contexto propio de las matematicas. Cuanto mayor sean nuestros conocimientos
en el area de estudio, mejores resultados obtendremos del proceso intuitivo.

Esta definicion fue alimentada y reforzada al revisar algunos ejemplos de
la historia de la matemaética, gran fuente de la practica de los matematicos al
trabajar en sus grandes teorias, conceptos y avances cientificos. Tomamos como
ejemplo, las ideas de Henri Poicaré y de Kurt Godel. Al leer las obras de estos dos
pensadores nos encontramos con el uso de la expresion “intuicion matematica”
al referirse a sus “descubrimientos” en los campos de la matematica en que fueron
absolutamente sobresalientes.

La intuicion matemaética concebida por Godel es tomada desde diversos
puntos de vista: como guia, conocimiento mediato, fuente de los axiomas y como
una facultad analoga a la percepcion del mundo fisico. Entonces podemos afirmar
que, para el pensador centroeuropeo, la intuicidbn matematica es necesaria para
la epistemologia (en particular para el conocimiento de las matemaéaticas mas
avanzadas). Esto no implica que los resultados del proceso intuitivo sean
incuestionables o verdaderos. En este mismo sentido encontramos a Poincaré
para quien la intuicién matematica es una experiencia psicoldgica y por tanto
puede ser falible. Para el pensador francés la intuicion es el instrumento de la
invencion. Para él, el s6lo uso de la l6gica o de los teoremas no permitiran llegar
a grandes avances, se requiere de algo més, de un “sentimiento”: de una forma de
organizacion. Y esta forma de organizacion sera tanto més clara cuanto mayor
haya sido el trabajo realizado con el tema a lo largo de un proceso dinamico: la
intuicion matematica.

El rol que juegue la intuicién matematica en la epistemologia depende de
la postura que se tenga frente a la naturaleza de los objetos de la matemaética. Este
dilema entre la epistemologia y la ontologia forman los cuernos del dilema de
Benacerraf. Encontramos que el dilema puede tener una solucién viable si nos
apartamos del platonismo, donde los objetos de la matematica estan en un
mundo de ideas eternas e inmutables y consideramos un mundo 3 (Popper &
Eccles, 1993), en el que los objetos son construcciones humanas. De esta forma,
cobra sentido considerar la intuicién matematica como un proceso que ocurre en
la conciencia (mundo 2) que funciona en un contexto determinado (mundo 1) y
cuyos resultados volveran a incrustarse en forma de conceptos y teorias en el

mundo 3.
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Bajo este marco de una concepcion alternativa de la epistemologia de las
matematicas, encontramos al filosofo de la ciencia Philip Kitcher, quien se aparta
de las ideas tradicionales sobre apriorismo en el conocimiento matematico y
confiere una mayor validez a ideas poco convencionales pero muy valiosas para
un enfoque naturalista del conocimiento. En su teoria, Kitcher atribuye gran
protagonismo a la comunidad cientifica, a la comunicacion del conocimiento y a
la intuicion matematica.

En este contexto, la intuicibn matematica para Kitcher tiene un papel
protagonico en la practica matematica. Y dentro de la practica de los matematicos
a través de la historia tenemos dos elementos significativos: la resolucién de
problemas y la visualizacion.

Kitcher y Pélya comparten la necesidad de la intuicion en la resolucién de
problemas. La intuicion matematica es usada por los grandes matemaéticos y por
estudiantes cuando se enfrentan a la resolucion de un problema. Aqui la intuicion
juega un papel heuristico, a su vez, que es 1util como proceso de justificacion. La
relacion entre intuicion y resolucion de problemas forma parte de investigaciones
didacticas en el campo de las matematicas. Esta relacion incluye los saberes
acumulados de los estudiantes y como los usan al resolver una situacion plateada,
tal y como se evidencia en la historia de la matematica.

El otro elemento de la practica que discutimos a lo largo de este documento
fue la visualizacion. Al igual que la intuicién, la visualizacién no tiene una
definicion tunica, sin embargo, ambas han tenido un resurgir en las ultimas
décadas y su papel ha venido siendo mas preponderante tanto en la matematica
pura como en la investigacion educativa. Para nosotros la visualizacion como la
intuicién son procesos que parten del mundo real de quien “intuye” o “visualiza”,
requieren de la experiencia y conocimientos de conceptos y teorias (entre mas
experticia en el tema, los resultados seran méas profundos e impactantes) y
deberan, al final, ser validados por la comunidad académica especializada.

Hemos intentado resolver algunas de las preguntas que nos planteamos al
inicio del doctorado, y hemos experimentado todo un proceso de intuiciéon en la
consecucion de este documento, los resultados de esta investigaciéon no son
verdades absolutas, ni irrefutables, pueden ser falibles y discutibles. Nuestra
intencién ha sido la de llevar a cabo una aportacion que permita motivar nuevos

estudios sobre la intuicion matemaética y explorar y profundizar sobre la
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resoluciéon de problemas y la visualizacion. Temas puntuales que bien pueden ser
analizados desde los ejemplos que nos proporciona la historia de las matematicas

y experimentados en el campo de la educacion matematica.
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