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1. Introduccion

1.1. JUSTIFICACION Y PROPOSITO DE LA INVESTIGACION

1.1.1. LAPROBLEMATICA

La resolucion de problemas siempre ha ocupado un lugar importante en los curriculos
de matemaéticas tanto en educacion primaria como en educacién secundaria. Un tipo de
problemas, particularmente frecuente, son aquellos en los que la informacién viene dada
mediante una narracion en la que se describen situaciones cotidianas en las que
participan cantidades. Estos problemas son conocidos dentro de la comunidad
investigadora como problemas verbales aritméticos-algebraicos. EI nombre responde al
hecho de que, en el &mbito escolar, se resuelven mediante una secuencia de operaciones
aritméticas o mediante el planteamiento y resolucion de una ecuacion o sistema de
ecuaciones (Cerdéan, 2008). Estos problemas verbales son unos de los primeros a los que
se enfrentan los estudiantes en su etapa escolar y que les acompafian hasta la
finalizacion de la etapa secundaria.

De manera general, los resultados mostrados en el estudio PISA (OECD, 2014a) ponen
de manifiesto que la resolucién de problemas matematicos escolares y los problemas de
la vida real son algunas de las areas en las que los estudiantes espafioles muestran un
menor rendimiento. También se constata que, los estudiantes esparioles obtienen una
media en resolucion de problemas inferior a lo esperado, si se toma como referente su
rendimiento en matematicas (OECD, 2014a). Esta diferencia de resultados indica que el
potencial de los estudiantes como resolutores de problemas no es desarrollado
completamente desde la asignatura de matematicas.
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Los problemas verbales es una de las tres categorias empleadas en la evaluacién PISA
2012 para medir el grado de exposicion a la oportunidad de aprender a resolver
problemas (OECD, 2014b). Nuestro pais estd muy por encima de la media de la OCDE
en el uso de problemas verbales en el aula (OECD, 2014b). Sin embargo, estas
oportunidades de aprendizaje no se reflejan en el rendimiento en la resolucion de
problemas.

Es durante la ensefianza primaria, cuando los estudiantes aprenden a resolver los
problemas verbales de forma aritmética. Inicialmente se introducen los problemas que
se resuelven mediante una operacion de suma o resta, mas conocidos como problemas
aditivos de una etapa. A pesar de su aparente sencillez, estos problemas ya suponen una
primera importante fuente de dificultades asociadas a las caracteristicas del propio
sujeto tales como, su edad, el nivel cognitivo, experiencia matematica o nivel de lectura
y comprension lectora (vease por ejemplo, Hanich, Jordan, Kaplan y Dick, 2001,
Pedrotty, Brian y Hammill, 2000; Fuchs, Seethaler, Powell, Fuchs, Hamlett y Fletcher,
2008; Jitendra, George, Sood y Price, 2010; Powell, 2011). Por otro lado, se ha tenido
en cuenta la influencia de las caracteristicas de la propia tarea tales como: la
introduccién de informacion irrelevante en el enunciado, el orden en que aparecen las
cantidades conocidas y desconocidas, algunas caracteristicas de las cantidades, como el
tipo de numeros o la magnitud de estas cantidades; las caracteristicas del contexto
planteado en el enunciado o la complejidad seméantica del mismo; la estructura
sintactica del enunciado teniendo en cuenta variables como el nimero y tipo de palabras
o la posicion de la pregunta y ubicacion de la incognita dentro del enunciado (véase por
ejemplo, Fuchs y Fuchs, 2002; Parmar, Cawley y Frazita, 1996; Squire y Bryant, 2002;
Chapman, 2006; Garcia, Jiménez y Hess, 2006; Xin y Zhang, 2009).

Dentro de los estudios dirigidos a determinar la influencia de la tarea, la clasificacion
semantica de los problemas de una etapa, que son los primeros problemas que se
ofrecen en los sistemas educativos, se ha demostrado como una herramienta solida a la
hora de proporcionar una predicciéon de la dificultad esperada (Durand y Vergnaud,
1976; Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; Nesher, Greeno y Riley, 1982; Riley, Greeno y
Heller, 1983; Marshall, Pribe y Smith, 1987; Puig y Cerdan, 1988; Vergnaud, 1983;
Bell, Fischbein y Greer, 1984; Nesher, 1982, 1988a; Schmidt y Weiser, 1995; Nathan,
Kintsch y Young, 1992). De manera progresiva se introducen en la educacion primaria
los problemas que se resuelven realizando un conjunto de operaciones aritméticas. Estos
problemas, que reciben el nombre de problemas multietapa, plantean nuevas exigencias
que son fuente de dificultades para los estudiantes de estos niveles. En la resolucion de
estos problemas multietapa se ponen en juego habilidades que también son necesarias
en los problemas de una etapa, como podria ser la identificacion de esquemas
conceptuales a partir de la situacion descrita en el enunciado o la construccion de
relaciones entre cantidades que se materializan en una operacion aritmética. Sin
embargo, surgen nuevas exigencias, consecuencia de la necesidad de confeccionar un
plan y de secuenciar el conjunto de operaciones (Lester, 1983; Cummins, Kintsch,
Reusser y Weimer, 1988 y Hershkovitz y Nesher, 2003). Es por ello que el marco
tedrico de la presente investigacion lo hemos querido articular en torno a dos ejes: a) la
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resolucion aritmética de problemas verbales exige desencadenar procesos cognitivos
analitico-sintéticos ordenados (Bogolyubov 1972a; Kalmykova, 1975; Puig y Cerdan,
1988); b) estos episodios analitico-sintéticos se apoyan sobre un conjunto finito de
esquemas conceptuales (Riley et al., 1983).

Para poder responder al primer eje, tomaremos el método de anlisis-sintesis como
marco conceptual y aquellas investigaciones que lo proponen como método heuristico
en la resolucién aritmética de problemas verbales de varias etapas. Este método se
divide en dos fases entrelazadas en el que el analisis nos va a proporcionar el plan de
actuacion, mientras que en la sintesis se va a ejecutar ese plan, lo que nos va a llevar
desde los datos a la incdgnita del problema.

El analisis en la resolucion de problemas aritméticos incluye, primero, la
descomposicion del problema en datos individuales y la incognita,
descubrimiento del contenido desconocido y los datos, aislamiento de sus
caracteristicas y facetas individuales, aislamiento de los principios que los
conectan y aislamiento de sus relaciones funcionales (Kalmykova, 1975, p. 12).

En el método de sintesis, los datos conocidos del problema son el punto de
partida, y preguntandonos acerca de estos datos, la respuesta deberia llevarnos
mas cerca de encontrar la solucion desconocida (Kalmykova, 1975, p. 16)

Es decir, la tarea de analisis consiste en descomponer el problema original en
situaciones de una etapa mediante la introduccion de nuevas incognitas auxiliares en un
plan de solucion ordenado mientras que, en la sintesis, se ejecutard el plan. Segun Puig
y Cerdan (1988), este método proporciona una estrategia de validez universal para
resolver cualquier problema aritmético de varias etapas.

Sin embargo, la existencia de un plan general de resolucion, no implica que los
estudiantes no encuentren dificultades a la hora de resolver aritméticamente los
problemas verbales. De hecho, en Kalmykova (1975) se ofrece una detallada relacién de
las objeciones planteadas a la ensefianza de un método analitico en educacion primaria
junto a descripciones de actuaciones erroneas de estudiantes cuando intentan poner en
marcha los procesos de analisis. Sin embargo, la autora propugna que es justamente la
dificultad asociada al desencadenamiento del analisis, el valor didactico del propio
método. Dentro de los estudios soviéticos sobre el tema, Bogolyubov (1972a) también
plantea algunas dudas sobre la validez didactica del método de analisis y sintesis, pues
de sus observaciones concluye que los estudiantes de los Gltimos niveles de primaria,
rara vez realizan un analisis completo previo a la sintesis. No obstante, el autor sefiala la
importancia en la resolucion aritmética de los procesos de analisis-sintesis parciales,
considerados estos como procesos en los que es imposible separar una parte de otra.
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Con respecto al segundo eje de nuestra propuesta, partiremos de la hipotesis de que para
establecer las relaciones en cada una de las etapas del proceso de andlisis anteriormente
descrito, el resolutor utilizard esquemas conceptuales y supondremos que estos
esquemas conceptuales son los mismos que se encuentran en los problemas verbales de
una etapa. En este caso, podriamos asociar el esquema conceptual con la categoria
semantica de los problemas aditivos y multiplicativos de una etapa. Extendiendo la idea,
el entramado de relaciones matematicas de un problema multietapa puede ser descrito
como el resultado de aplicar una coleccion de esquemas conceptuales (Arnau, 2015).

En la década de los afios 80 del siglo pasado, la introduccion de las computadoras y
otras herramientas electronicas en el ambito educativo supuso una oportunidad para
abordar las dificultades que presentaban los estudiantes en las diferentes areas de la
matematica (Kodippili y Senaratne, 2008; Sangwin, Cazes, Lee y Wong, 2010 y Leigh-
Lancaster, 2010). Inicialmente, la investigacion se centro en el efecto de la introduccion
de soluciones tecnoldgicas no disefiadas con una finalidad educativa como podrian ser
las calculadoras o las hojas de célculo. Asi, a mediados de los afios 70, Etlinger (1974)
predecia que “una calculadora electrénica, con un precio inferior a 50 $ pronto sera
parte integral de muchos programas escolares de matematicas” (p. 43). De manera
similar, Arganbright (1984) anticipaba que “la hoja electronica de célculo puede ser
usada para complementar el estudio de los problemas verbales en algebra, trigonometria
y célculo” (p. 187). Desde grupos de investigacion y desde el capital privado se
plantearon evoluciones de estas soluciones de propdsito general para dotarlas de una
orientacion puramente educativa, como podrian ser las calculadoras con posibilidades
de representacion gréfica.

Al mismo tiempo se introdujeron los conocidos como Computer Assisted Instruction
(CAI). Estos entornos informéticos se caracterizan por ser sistemas de ensefianza que se
modifican segin unos modelos fijados previamente y, cuyo conocimiento programado,
no se ve modificado en el tiempo. Se presentaba el contenido a aprender, se esperaba la
respuesta del estudiante y esta se comparaba con la respuesta correcta. Solo si la
respuesta era correcta, permitia al estudiante pasar a otro problema. La evolucion de los
CAl se dirigi6 hacia la creacion de los Intelligent Tutoring Systems (ITS) en los que se
separan, la parte de los contenidos que se van a ensefiar, de las estrategias para ensefiar,
respondiendo de manera personalizada a las caracteristicas individuales de los sujetos.

Desarrollar las habilidades de los estudiantes cuando resuelven problemas verbales es
una parte fundamental de las matematicas. Para ello, supervisar la resolucion aritmética
que realiza un estudiante de un problema verbal es una tarea muy dificil ya que
diferentes estudiantes pueden utilizar distintas lineas de razonamientos para intentar
llegar a la solucion correcta (Arevalillo-Herraez et al, 2014). Estos sistemas deberian
intentan emular algunas de las tareas que realizaria un tutor humano cuando un
estudiante encuentra alguna dificultad durante el proceso de resolucion (Arnau,
Arevalillo-Herraez, Gonzélez-Calero, 2014). En el caso particular de la resolucién
aritmética de problemas verbales se han disefilado numerosos intentos de ITS. Un
ejemplo de ellos es el tutor Story Problem Solver (SPS) (Marshall, 1995), cuyo objetivo
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era ayudar a los estudiantes en la resolucién de problemas que contenian cinco
estructuras semanticas (cambio, agrupacion, comparacion, variacién® y transformacién)
mediante el uso de diagramas que representaban cada tipo de relacion. Otro entorno
informético creado para la resolucion de problemas verbales utilizando el modelo de
construccion es el WORDMATH (Looi y Tan, 1996). Es un entorno informético que
utiliza la representacion de relaciones parte-todo y que permite expresar de manera
esquematica la informacidn contenida en el problema. El ITS MathCal (Chang, Sung y
Lin, 2006) ofrece un entorno de trabajo con herramientas dirigidas a aplicar las cuatro
fases de Polya (1945) (p.e., permite subrayar parte del enunciado o proporciona una
serie de preguntas-guia para que el estudiante trace un plan). Por Gltimo, AnimalWatch
(Beal, Arroyo, Cohen y Woolf, 2010) permite resolver aritméticamente problemas
verbales utilizando como contexto situaciones en las que participan animales en peligro
de extincidn, intentando de esta manera relacionar las matematicas con contextos reales
donde se pueda mostrar su importancia.

Como se apunta en Arnau et al. (2014) los ITS desarrollados en el campo de la
resolucion de problemas verbales no han sido capaces de implementar simultaneamente
dos aspectos que son necesarios en la tutorizacion. Por un lado, dotar al sistema de la
capacidad de tutorizar el proceso con independencia de las decisiones del resolutor vy,
por otro, permitir la maxima flexibilidad al resolutor en la toma de decisiones. En este
sentido, HINTS (Arevalillo-Herrdez y Arnau, 2013; Arevalillo-Herrdez, Arnau, y
Marco-Giménez, 2013 y Arnau et al., 2014) ha conseguido compaginar ambas
exigencias dando como resultado un sistema que permite resolver problemas de manera
aritmética y de manera algebraica, que comprueba la validez de una expresion
atendiendo a las restricciones del problema y a las decisiones adoptadas por el resolutor
previamente y que es capaz de supervisar distintas lineas de resolucion de un mismo
problema.

El uso de ITSs, y la posibilidad de restringir y tasar de manera automatica la cantidad de
informacién que recibe un estudiante, ha apoyado el surgimiento de lineas de
investigacion dirigidas a arrojar luz sobre el conocido como dilema de la ayuda
(Koedinger y Aleven, 2007). Lejos de tratarse de un tema lejano a la investigacion en
educacion matematica, la determinacion de cuando y en qué cantidad debe
proporcionarse ayuda a un estudiante, es un tema recurrente por su habitual presencia en
cualquier situacion de aula donde se ponen en juego las matematicas y, en especial, en
las tareas de resolucién de problemas (Aleven, Mc Laren, Roll y Koedinger, 2006;
Waalkens, Aleven y Taatgen, 2013). En este sentido, el sistema HINTS puede
proporcionar distintos niveles de informacion y ayuda gracias a disponer de una interfaz
configurable (Gonzalez-Calero, Arnau, Puig y Arevalillo-Herraez, 2015).

Por todo esto, planteamos una investigacion en la que vamos a estudiar la ensefianza de
la resolucion aritmética de problemas verbales y las dificultades que encuentran los
estudiantes cuando los resuelven. En nuestra investigacion utilizaremos HINTS, pues

! La estructura semantica de variacion citada en Marshall, Pribe y Smith (1987) es la que se relaciona con
isomorfismo de medidas de Puig y Cerdan (1988).
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las caracteristicas ya descritas nos permitirdn observar y registrar las decisiones que
toman los sujetos observados cuando resuelven problemas, asi como poner a prueba el
efecto en la competencia de los estudiantes de proporcionar una cantidad distinta de
ayuda.

No obstante, conviene sefialar desde un principio, que el uso de HINTS introduce una
distorsion respecto a las condiciones tipicas en las que se resuelve un problema verbal
en una situacion escolar. Esto es asi porque HINTS determina la validez de la
resolucion en cada paso. Por lo tanto, para el resolutor esto supone una nueva
perspectiva, pues en todo momento las acciones aceptadas por HINTS seran correctas v,
en consecuencia, el resolutor no se vera obligado a incluir ante cualquier dificultad, el
hecho de comprobar si ha cometido un error previamente. Sin embargo, desde el punto
de vista de la investigacion, esta distorsion ofrece nuevas perspectivas para analizar las
actuaciones de los estudiantes. Asi, el uso de HINTS permite observar como los
estudiantes abordarian pasos que podrian no alcanzar cuando resuelven en lapiz y papel
como consecuencia de haber cometido un error previo. De igual modo, nos posibilita
observar como los estudiantes modifican sus certezas y reelaboran sus planes cuando el
sistema sefiala como incorrecta alguna de sus acciones.

Este trabajo se enmarca en una linea de investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje
de la resolucién de problemas verbales en entornos tecnoldgicos iniciada en los trabajos
de Arnau (2010) y Gonzélez-Calero (2014). En concreto, la tesis continda una linea de
investigacion resultado de la colaboracion de miembros de los Departamentos de
Didactica de la Matematica y de Informatica de la Universitat de Valencia en la que se
estudia la resolucion de problemas cuando se utiliza HINTS. Esta colaboracion ha
producido resultados de investigacion como Arevalillo-Herrdez, Marco-Giménez,
Arnau, y Gonzalez-Calero (2017); Gonzalez-Calero et al. (2015) o Sanz, Gonzélez-
Calero, Arnau, y Arevalillo-Herrdez (2019).

1.1.2. OBJETIVOS

La investigacion que proponemos pretende responder a los siguientes objetivos de
investigacion:

1) Conocer cémo influye la ensefianza de la resolucion aritmética de problemas
verbales mediante un sistema tutorial inteligente y qué efectos puede tener en la
competencia de un estudiante, la cantidad de ayuda recibida.

2) ldentificar cuéles son las actuaciones de los estudiantes cuando resuelven
aritméticamente problemas verbales en un sistema tutorial inteligente tras haber
sido instruidos previamente en la resolucion aritmética de problemas verbales
mediante dicho sistema.
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1.2. DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

El desarrollo de la investigacion muestra una representacion de las diferentes etapas de
elaboracion de este trabajo que permite mostrar la estructura, organizacion y
componentes que se han tenido en cuenta en la situacion problemaética considerada.

Bésicamente, podemos distinguir una primera parte en la que se plantea la elaboracion
de un marco de referencia para la construccion de los instrumentos y para el disefio de
un marco operativo desde el que estructurar el andlisis de los datos y, una segunda, en la
que se esquematiza la fase experimental.

En la fase experimental participaron 52 estudiantes de quinto curso de primaria que
pertenecian a dos grupos naturales de un centro de Educacién Primaria. El
planteamiento de la investigacion requeria contar con estudiantes que ya hubieran sido
instruidos previamente en la resolucion aritmética de problemas verbales y que, a la vez,
no hubiesen alcanzado plena competencia en este campo. Esto era debido a que
teniamos la intencion de incluir en la investigacion problemas, sobre todo, de varias
etapas, por lo que consideramos necesario garantizar que no fuera la primera vez que los
estudiantes se enfrentasen a problemas de este tipo. De hecho, los estudiantes habian
recibido instruccion en la resolucién aritmética de problemas verbales de una y varias
etapas durante ese mismo afo y en afios anteriores.

El desarrollo de la fase empirica se inicié con la administracion de un cuestionario
formado por 10 problemas verbales estructuralmente distintos (cuestionario Pre) que los
alumnos resolvieron con lapiz y papel. A cada sujeto se le suministré una calculadora
para evitar que las dificultades de los estudiantes a la hora de resolver operaciones
aritméticas influyeran en nuestra observacion. La intencion de este cuestionario era
determinar la competencia inicial de los estudiantes a la hora de resolver problemas de
manera aritmética. Ademas, los resultados del cuestionario Pre nos permitieron verificar
estadisticamente que la distribucion de los alumnos en cada uno de los grupos generaba
grupos comparables en relacion con su habilidad en la resolucion aritmética de
problemas verbales. A continuacién, a cada uno de los grupos naturales se le aplicaron
tres sesiones dentro de la secuencia de ensefianza de 50 minutos cada una en las que los
estudiantes resolvian los mismos 30 problemas verbales usando HINTS (10 en cada
sesion). La diferencia fundamental entre las dos configuraciones experimentales era la
cantidad de ayuda que proporcionaba HINTS. En uno de los grupos, el grupo
experimental, los estudiantes recibian confirmacion de la validez de sus acciones y
tenian la posibilidad de solicitar ayudas a demanda a HINTS. Este ofrecia ayuda con
contenido del problema en una secuencia de tres niveles de ayuda por paso. En el otro
grupo, el grupo de control, la configuracion de HINTS no proporcionaba ayudas a
demanda y los estudiantes solo recibian confirmacion de la validez o no de las
operaciones aritmeéticas que planteaban. Una vez finalizada la secuencia de ensefianza se
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administré un segundo cuestionario, el cuestionario Post, isomorfo al cuestionario Pre.
Las condiciones de administracion de este segundo cuestionario fueron idénticas a las
del primero.

La comparacion de las actuaciones de los estudiantes en los cuestionarios Pre y Post nos
permitié realizar un estudio de grupo. Los resultados del estudio de grupo fueron
analizados desde la doble perspectiva, cuantitativa y cualitativa, lo que nos permitio dar
respuesta al primer objetivo de la investigacion, asi como, formar las parejas que
participarian en el estudio de casos.

Para dar respuesta al segundo objetivo, se realizé el estudio de casos una vez finalizado
el estudio de grupo. Este estudio, de caracter exploratorio, nos permiti6 documentar
actuaciones de seis parejas de estudiantes (tres de cada grupo) resolviendo
aritméticamente problemas verbales mediante el sistema tutorial inteligente. Las parejas
se eligieron tomando como referencia las similitudes en cuanto a errores-aciertos en las
resoluciones de los problemas del cuestionario Post. De esta manera, se intentaba
obtener para cada uno de los grupos, una pareja con una competencia alta (tres
problemas resueltos erroneamente y siete resueltos correctamente); otra con
competencia media (cinco problemas resueltos erroneamente y cinco resueltos
correctamente); y otra con una competencia baja (siete problemas resueltos
errbneamente y tres resueltos correctamente). En el caso de que no fuera posible
encontrar alguna pareja que cumpliera estos criterios, se intentaria formar la pareja con
estudiantes que hubieran tenido dificultades similares en la realizacion de los problemas
del cuestionario Post o estudiantes que hubiesen tenido actuaciones de interés durante
las etapas previas al estudio de casos.

La configuracidn experimental se apoyd sobre la técnica de dar sentido a protocolos de
“out loud” (Schoenfeld, 1985). El analisis de las transcripciones de los didlogos y de las
actuaciones de los estudiantes nos dieron, por un lado, indicaciones del porqué de
ciertos resultados obtenidos por los diferentes estudiantes durante el estudio de grupo.
Por otro lado, nos permitieron documentar ciertas tendencias de los estudiantes cuando
resolvieron de manera aritmética problemas verbales utilizando HINTS, pudiendo
observar cémo este instrumento privilegia determinados comportamientos en relacion
con actuaciones documentadas en investigaciones previas en otros entornos.

En la Figura 1.1 mostramos graficamente las diferentes etapas de la que consta el
desarrollo de nuestra investigacion:
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